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Π P O Λ O ΓO Σ

OÈ Ú›˙Â˜ ÙË˜ °ÂˆÌÂÙÚ›·˜ ÍÂÎÈÓÔ‡Ó ·fi ÙËÓ A›Á˘ÙÔ Î·È ÙËÓ MÂÛÔÔÙ·Ì›·. ™ÙËÓ EÏ-
Ï¿‰· ‰ËÌÈÔ˘ÚÁ‹ıËÎÂ Ë EÏÏËÓÈÎ‹ EÈÛÙ‹ÌË ÙË˜ °ÂˆÌÂÙÚ›·˜ (£·Ï‹˜ - ¶˘ı·ÁfiÚ·˜). T·
«™ÙÔÈ¯Â›·», ¤ÚÁÔ ÙÔ˘ E˘ÎÏÂ›‰Ë Î·Ù¿ ÙËÓ AÏÂÍ·Ó‰ÚÈÓ‹ ÂÔ¯‹ ·ÔÙÂÏÔ‡ÌÂÓ· ·fi ‰ÂÎ·-
ÙÚ›· (13) ‚È‚Ï›·, ˘‹ÚÍ·Ó ÚfiÙ˘Ô Ì·ıËÌ·ÙÈÎ‹˜ ÎÔÌ„fiÙËÙ·˜ Î·È ·˘ÛÙËÚfiÙËÙ·˜.

™ÙËÓ ¢‡ÛË ÂÌÊ·Ó›ÛıËÎÂ Ë °ÂˆÌÂÙÚ›· Î·Ù¿ ÙÔÓ 12Ô ·ÈÒÓ· ·fi ÕÚ·‚Â˜ Î·È IÛ·ÓÔ‡˜
- E‚Ú·›Ô˘˜ ÌÂÙ·Ó¿ÛÙÂ˜. K·Ù¿ ÙÔÓ 16Ô ·ÈÒÓ· ·ÚÔ˘ÛÈ¿˙ÔÓÙ·È Ù· ÚÒÙ· ÚÔ‚Ï‹Ì·Ù·
Î·Ù·ÛÎÂ˘ÒÓ ÌÂ Î·ÓfiÓ· Î·È ‰È·‚‹ÙË.

K·Ù¿ ÙÔ Ù¤ÏÔ˜ ÙÔ˘ ÂÚ·ÛÌ¤ÓÔ˘ ·ÈÒÓ· ÂÌÊ·Ó›ÛıËÎÂ Ë °ÂˆÌÂÙÚ›· ÙÔ˘ TÚÈÁÒÓÔ˘.
I‰Ú˘Ù·› ÙË˜ ıÂˆÚÔ‡ÓÙ·È ÔÈ BROCARD, LEMOINE, NEUBERG Î·È Î˘Ú›ˆ˜ Ô ÚÒÙÔ˜.

◊‰Ë ÙÔ 1889 Ô ÉMILE VIGARIÉ ÛÂ ÌÈ· ÈÛÙÔÚÈÎ‹ ·Ó·ÛÎfiËÛË ÙˆÓ Ì·ıËÌ·ÙÈÎÒÓ ¯ÚË-
ÛÈÌÔÔ›ËÛÂ ÙËÓ ¤ÎÊÚ·ÛË «Ë °ÂˆÌÂÙÚ›· ÙÔ˘ ÙÚÈÁÒÓÔ˘ Â›Ó·È Ë ÈÔ ·ÍÈfiÏÔÁË ÚfiÔ‰Ô˜ Ô˘
Ú·ÁÌ·ÙÔÔ›ËÛ·Ó Ù· ÛÙÔÈ¯ÂÈÒ‰Ë Ì·ıËÌ·ÙÈÎ¿ Ù· ÙÂÏÂ˘Ù·›· ¯ÚfiÓÈ·».

¶¿ÓÙÔÙÂ ÌÂÏÂÙ‹ıËÎ·Ó ·ÍÈfiÏÔÁ· ÛËÌÂ›· Î·È Â˘ıÂ›Â˜ ÛÙÔ Â›Â‰Ô ÙÔ˘ ÙÚÈÁÒÓÔ˘, fiÌˆ˜
·fi ÙÔ 1873 Î˘Ú›ˆ˜ Î·È ÌÂÙ¿ Ë ÌÂÏ¤ÙË ÙÔ˘ ÙÚÈÁÒÓÔ˘ ·ÂÙ¤ÏÂÛÂ ÙÔ ·ÓÙÈÎÂ›ÌÂÓÔ ÔÏ˘-
·Ú›ıÌˆÓ Î·È ·Ô‰ÔÙÈÎÒÓ ÂÚÂ˘ÓÒÓ. TÔ Û‡ÓÔÏÔ ÙˆÓ ·ÔÙÂÏÂÛÌ¿ÙˆÓ Ô˘ ÂÂÙÂ‡¯ıËÎ·Ó
Î·È Û˘Ó·ÚÌfiÛıËÎ·Ó ÌÂÙ·Í‡ ÙÔ˘˜ ‹ÚÂ ÙÔ fiÓÔÌ· °ÂˆÌÂÙÚ›· ÙÔ˘ TÚÈÁÒÓÔ˘ ‹ ¶ÚfiÛÊ·ÙË
°ÂˆÌÂÙÚ›· (Géometrie du Triangle ‹ Géometrie recente).

H Γαλλικ	 
νωση δια την πρ��δ� των επιστηµ�ν (L’ Association Française pour
l’ avancement des sciences) ¤‰ˆÛÂ ÙËÓ Â˘Î·ÈÚ›· ‰È· ÙÈ˜ ÚÒÙÂ˜ ÂÚÁ·Û›Â˜ ÂÎÂ›ÓË˜ ÙË˜ Â-
ÚÈfi‰Ô˘ Î·È Û¯ÂÙÈÎ¿ ÂÈÛÙËÌÔÓÈÎ¿ ÂÚÈÔ‰ÈÎ¿ ·ÚÔ˘Û›·Û·Ó Î·Ù¿ Î·ÈÚÔ‡˜ ÂÈÙÂ‡ÁÌ·Ù·
·fi ‰È·ÎÂÎÚÈÌ¤Ó· Ì¤ÏË ÙÔ˘˜.

1Ô «T· N¤· M·ıËÌ·ÙÈÎ¿ XÚÔÓÈÎ¿» (Les Neouvelles Annales Mathématiques) ·ÚÔ˘-
Û›·Û·Ó Ù· ¿ÚıÚ· ÙˆÓ LEMOINE Î·È BROCARD (1873 Î·È 1875), Ù· ·Ó·ÊÂÚfiÌÂÓ·
ÛÙ· ÛËÌÂ›· Î·È ÙÔ˘˜ Î‡ÎÏÔ˘˜ Ô˘ Ê¤ÚÔ˘Ó Û‹ÌÂÚ· Ù’ ÔÓÔÌ¿ ÙÔ˘˜, Î·ıÒ˜ Û˘Ó¤‚Ë Î·È
·Ï·ÈfiÙÂÚ· Ì’ ÂÎÂ›Ó· ÙÔ˘ MATHIEU (1866), Ô˘ Ê·›ÓÂÙ·È ‹Ù·Ó ÂÏ¿¯ÈÛÙ· ÁÓˆÛÙ¿
ÂÎÂ›Ó· ÙËÓ ÂÔ¯‹, ·Ú¿ ÙËÓ ÛÔ˘‰·ÈfiÙËÙ· ÙË˜ ÈÛÔÁˆÓ›Ô˘ ·ÓÙÈÛÙÚÔÊ‹˜ (inversion
isogonale). AÚÁfiÙÂÚ· (1883) ¤Î·ÓÂ ÁÓˆÛÙ¤˜ ÙÈ˜ ÌÂÏ¤ÙÂ˜ ÙÔ˘ Ô D’OCAGNE Â› ÙË˜
Û˘ÌÌÂÙÚÔ‰È·Ì¤ÛÔ˘ (symédiane).

2Ô «TÔ ÂÚÈÔ‰ÈÎfi ÙˆÓ ÛÙÔÈ¯ÂÈˆ‰ÒÓ Î·È ÂÈ‰ÈÎÒÓ Ì·ıËÌ·ÙÈÎÒÓ» (Le journal des mathé-
matiques élémentaires et spéciales) ÙˆÓ BOURGET Î·È G. DE LONGCHAMPS
˘‹ÚÍÂ ÙÔ Î‡ÚÈÔ fiÚÁ·ÓÔ ÛÙË °·ÏÏ›·, ÙË˜ «°ÂˆÌÂÙÚ›·˜ ÙÔ˘ TÚÈÁÒÓÔ˘». ¶Ú¤ÂÈ Ó·
ÏÂ¯ıÂ› fiÙÈ Î·È ÔÈ ÂÚÂ˘ÓËÙ¤˜ Î·È ÙÔ ÎÔÈÓfi ÔÊÂ›ÏÔ˘Ó ÔÏÏ¿ Û’ ·˘Ù‹Ó ÙËÓ ·ÍÈfiÏÔÁË
ÂÈÛÙËÌÔÓÈÎ‹ ¤Î‰ÔÛË.

3Ô ™ÙÔ B¤ÏÁÈÔ Ë «M¿ıËÛÈ˜» (Mathésis) ÙˆÓ MANSION Î·È NEUBERG, Û˘Ó¤¯ÈÛÂ ·fi ÙÔ
1881 ÙËÓ «N¤· AÏÏËÏÔÁÚ·Ê›·» (Nouvelle Correspondance) ÙÔ˘ CATALAN. ¢È· Ó·
Á›ÓÂÈ Î·Ù·ÓÔËÙfi ÙÔ ÙÈ ·ÔÙÂÏÂ› ÙÔ ‚ÂÏÁÈÎfi ·˘Ùfi ÂÚÈÔ‰ÈÎfi ‰È· ÙËÓ ÚfiÛÊ·ÙË °Âˆ-
ÌÂÙÚ›· (Géométrie récente) ·ÚÎÂ› Ó· ÏÂ¯ıÂ› fiÙÈ fiÙ·Ó ı¤ÏÔ˘Ó Ó· ÌÓËÌÔÓÂ‡ÛÔ˘Ó ÙÔ˘˜
Î‡ÚÈÔ˘˜ Û˘ÁÁÚ·ÊÂ›˜ ÙË˜ °ÂˆÌÂÙÚ›·˜ ÙÔ˘ TÚÈÁÒÓÔ˘ ·Ó·Ê¤ÚÔÓÙ·È ·ÁÎÔÛÌ›ˆ˜ ÛÙÔ˘˜
BROCARD, LEMOINE Î·È NEUBERG.
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¢È¿ÊÔÚÂ˜ ·ÁÁÏÈÎ¤˜ Î·È ÁÂÚÌ·ÓÈÎ¤˜ ÂÎ‰fiÛÂÈ˜, ·fi ÙËÓ ÏÂ˘Ú¿ ÙÔ˘˜ Î¿ÓÔ˘Ó ÁÓˆÛÙ¤˜
ÌÂÏ¤ÙÂ˜ Û¯ÂÙÈ˙fiÌÂÓÂ˜ ÌÂ ÙÔÓ Ó¤Ô ÎÏ¿‰Ô ÙË˜ °ÂˆÌÂÙÚ›·˜.

MÂ ÂÓ‰È·Ê¤ÚÔÓ ‰È·‚¿˙ÂÈ Î·ÓÂ›˜ ÙËÓ «ιστ�ρικ	 µελ
τη της π�ρε�ας της αναπτ�-
�εως της Γεωµετρ�ας τ�υ Tριγ�ν�υ», ÙÔ˘ VIGARIÉ, 1889 (Û˘ÌÏ‹ÚˆÌ· ÛÙÔ Mathe-
sis, 1890) Î·È Ù· ¿ÚıÚ· ÙÔ˘ È‰›Ô˘ ÁÈ· ÙÔ ›‰ÈÔ ı¤Ì· Ô˘ ‰ËÌÔÛÈÂ‡ÔÓÙ·È Î¿ıÂ ¯ÚfiÓÔ ·fi
ÙfiÙÂ ÛÙÔ Περι�δικ� των Mαθηµατικ�ν (Journal de Mathématiques) ÙÔ˘ DE LONG-
CHAMPS.

EÎÙfi˜ ·fi ÙÈ˜ ÂÚÈÔ‰ÈÎ¤˜ ·˘Ù¤˜ ÂÎ‰fiÛÂÈ˜ ÛÔ˘‰·›· ¤ÚÁ· Â›Ó·È Î·È Ù· ÂÍ‹˜:

4Ô Géométrie récente du triangle, ÙÔ˘ NEUBERG, Â‚‰ÔÌ‹Ó· ÛÂÏ›‰ˆÓ ÛÙÔ 3Ô ÎÂÊ¿Ï·ÈÔ
ÙÔ˘ 1Ô˘ Ì¤ÚÔ˘˜ ÙÔ˘ Traité de Géométrie ÙˆÓ ROUCHÉ Î·È DE COMBEROUSSE, 6Ë
¤Î‰ÔÛË 1891.

5Ô MÓËÌfiÓÈ· Â› ÙÔ˘ «τετρα
δρ�υ» 1884, ÂÚ› ÙˆÓ ÚÔ‚ÔÏÒÓ Î·È ·ÓÙÈÚÔ‚ÔÏÒÓ ÂÓfi˜
ÛÙ·ıÂÚÔ‡ ÙÚÈÁÒÓÔ˘ Î·È επ� τ�υ συστ	µατ�ς τρι�ν ευθ
ως �µ��ων σ�ηµ�των
·fi ÙÔÓ NEUBERG (BÚ˘Í¤ÏÏÂ˜ 1890).

6Ô E˘ı‡ÁÚ·ÌÌË TÚÈÁˆÓÔÌÂÙÚ›· Î·È °ÂˆÌÂÙÚ›· ÙÔ˘ TÚÈÁÒÓÔ˘ ÙÔ˘ LALBALETTRIER
(¶·Ú›ÛÈ 1889).

7Ô ™ÙÈ˜ ÂÚÈÔ‰ÈÎ¤˜ ÂÎ‰fiÛÂÈ˜ Ô˘ ·Ó·Ê¤ÚıËÎ·Ó Î·ıÒ˜ Î·È ÛÂ ÔÏÏ¤˜ ¿ÏÏÂ˜ Ô˘ ·Ó·-
Ê¤ÚÔÓÙ·È ÛÙÔ Ù¤ÏÔ˜ ÙÔ˘ ‚È‚Ï›Ô˘ (BÏ. ™˘ÓÙÔÌÔÁÚ·Ê›Â˜) Ù· ¿ÚıÚ· ‰È· ÙËÓ °ÂˆÌÂÙÚ›·
ÙÔ˘ TÚÈÁÒÓÔ˘ Û˘ÓÂ¯›˙ÔÓÙ·È ˆ˜ Ù· Ì¤Û· ÙÔ˘ ·ÚfiÓÙÔ˜ ·ÈÒÓÔ˜ (GOORMATIGH,
THEBAULD, DEAUX, LEEMANS Î·È ¿ÏÏÔÈ). MÂÙ¿ ·Ú·ÙËÚÂ›Ù·È Î¿ÔÈ· ÛÙ·-
ÛÈÌfiÙËÙ·.

™ÎÔfi˜ ÙÔ˘ ÁÚ¿ÊÔÓÙÔ˜ Â›Ó·È ·Ê’ ÂÓfi˜ Ó· ·ÚÔ˘ÛÈ¿ÛÂÈ Ì›· Î·Ù¿ ÙÔ ‰˘Ó·ÙfiÓ Û˘ÁÎÚÔ-
ÙËÌ¤ÓË ÂÈÎfiÓ· ÙË˜ °ÂˆÌÂÙÚ›·˜ ÙÔ˘ TÚÈÁÒÓÔ˘ ÌÂ ‚¿ÛË ·˘Ù¿ Ô˘ ¤¯ÂÈ ˘’ fi„Ë ÙÔ˘, ·’
fiÛ· Ì¤¯ÚÈ ÙÒÚ· ÂÁÚ¿ÊËÛ·Ó, ÚÔÛı¤ÙÔÓÙ·˜ Î·È ‰ÈÎ¿ ÙÔ˘ ÛÙÔÈ¯Â›·, ·Ê’ ÂÙ¤ÚÔ˘ ¯ÚËÛÈÌÔ-
ÔÈÒÓÙ·˜ Ù· ‰È¿ÊÔÚ· Û˘ÛÙ‹Ì·Ù· Û˘ÓÙÂÙ·ÁÌ¤ÓˆÓ Î·È ÌÂ Ó¤Â˜ ÚÔÙ¿ÛÂÈ˜ (‹ ÛÙÔÈ¯Â›·) Ó·
Û˘ÓÙÂÏ¤ÛÂÈ ÛÙËÓ ·Ó¿Ù˘ÍË ÙÔ˘ ÎÏ¿‰Ô˘ ·˘ÙÔ‡ ÙË˜ °ÂˆÌÂÙÚ›·˜ Ô˘ ¤Êı·ÛÂ ˆ˜ Ù· Ì¤Û·
Û¯Â‰fiÓ ÙÔ˘ 20Ô˘ ·ÈÒÓ·.

A˘Ùfi Ê·›ÓÂÙ·È ‹‰Ë ÛÙÔÓ A¢ TfiÌÔ, ·fi ÙËÓ ÚÔÛ¿ıÂÈ· Ó· ‰È·Ù˘ˆıÔ‡Ó ÂÎÊÚ¿ÛÂÈ˜
‰È·ÊfiÚˆÓ ÁÂˆÌÂÙÚÈÎÒÓ ÌÂÁÂıÒÓ Î·È ·Ó·ÏÏÔ›ˆÙˆÓ ÎˆÓÈÎÒÓ ·fi Û˘ÛÙ‹Ì·Ù· Û˘ÓÙÂÙ·Á-
Ì¤ÓˆÓ ÙË˜ AÓ·Ï˘ÙÈÎ‹˜ °ÂˆÌÂÙÚ›·˜ ÛÂ Û˘ÛÙ‹Ì·Ù· Û˘ÓÙÂÙ·ÁÌ¤ÓˆÓ ÙË˜ °ÂˆÌÂÙÚ›·˜ ÙÔ˘
TÚÈÁÒÓÔ˘.

O ·Ó¿ ¯Â›Ú·˜ ‰Â‡ÙÂÚÔ˜ ÙfiÌÔ˜ ÙË˜ °ÂˆÌÂÙÚ›·˜ ÙÔ˘ TÚÈÁÒÓÔ˘ ÂÚÈ¤¯ÂÈ ÙÔÓ «™˘ÓÂ¯‹
ÌÂÙ·Û¯ËÌ·ÙÈÛÌfi ÙÔ˘ Lemoine», ÂÊ·ÚÌÔÁ‹ ·˘ÙÔ‡ ÛÙÔ˘˜ Ù‡Ô˘˜ ÙË˜ TÚÈÁˆÓÔÌÂÙÚ›·˜,
ÛÙÈ˜ ÙÚÈÁˆÓÈÎ¤˜ Û˘ÓÙÂÙ·ÁÌ¤ÓÂ˜, ÛÙÈ˜ ÂÍÈÛÒÛÂÈ˜ Â˘ıÂÈÒÓ, ÎˆÓÈÎÒÓ ÎÏ., ÛÙÈ˜ ·ÔÛÙ¿-
ÛÂÈ˜, ÛÙ· ÂÌ‚·‰¿ Î·È ÛÙ· ıÂˆÚ‹Ì·Ù· Î·È ÚÔ‚Ï‹Ì·Ù· Î·È ÙÈ˜ 32 Ï‡ÛÂÈ˜ ÙÔ˘ ÚÔ‚Ï‹Ì·-
ÙÔ˜ ÙÔ˘ Malfatti. ¶ÂÚÈ¤¯ÂÈ Â›ÛË˜ Î‡ÎÏÔ˘˜ Û˘Ó‰Â‰ÂÌ¤ÓÔ˘˜ ÌÂ ÙÔ ÙÚ›ÁˆÓÔ Î·ıÒ˜ Î·È ÙËÓ
ÁÂÓÈÎ‹ ÂÊ·ÚÌÔÁ‹ ÙÔ˘ Û˘Û¯ÂÙÈÛÌÔ‡ ÛÙËÓ ÌÂÏ¤ÙË ÙˆÓ ÂÁÁÂÁÚ·ÌÌ¤ÓˆÓ Î·È ÂÚÈÁÂÁÚ·ÌÌ¤-
ÓˆÓ ÎˆÓÈÎÒÓ ÛÙÔ ÙÚ›ÁˆÓÔ.

M�ι�ς 2002 O συγγρα
�ας



6 MEPIKH ΓENIKEYΣH THΣ ENNOIAΣ TOY TPIΓΩNOY.
METAΣXHMATIΣMOI.
METAΣXHMATIΣMOΣ TOY LEMOINE KAI EΦAPMOΓEΣ TOY

6.1. Tρεις πραγµατικ
ς ευθε
ες  ε1, ε2, ε3  �ωρ
��υν  τ� επ
πεδ� σε επτ� µ
ρη. �κα-
στ� των  T, T1, T2, T3  λ
γεται τρ
γων�. T� µ
ρ�ς  T τ�υ επιπ
δ�υ ε
ναι τ� γνωστ� συ-
νηθισµ
ν� τρ
γων� δια τ� �π�
� ισ���υν �ι τ�π�ι:

A+B+° = ,   ·
ËÌA

 = ‚
ËÌB

 = Á
ËÌ°

 = 2R,    E = 1
2
 ‚ÁËÌA,    ·‚Á = 4ER,    Ú = E

Ù
 ,    Ú· = E

Ù–·
 Î.Ï.

Â2

A

T

Â3

Â1

T¢1

T¢3T¢2
T1

T3 T2

B °

Σ�. 126α Σ�. 126�

£ÂˆÚÔ‡ÌÂ ¤Ó· ÛËÌÂ›Ô ÎÈÓÔ‡ÌÂÓÔ Â› ÙË˜ ÂÚÈÌ¤ÙÚÔ˘ ÙÔ˘ ÙÚÈÁÒÓÔ˘  AB°  ÌÂ ·Ú¯‹ ÙÔ ÛËÌÂ›Ô
A Î·È Ù¤ÏÔ˜ ¿ÏÈ ÙÔ A. AÓ Ë ÊÔÚ¿ ÙË˜ Î›ÓËÛ‹˜ ÙÔ˘ Â› ÙË˜ ÎÏÂÈÛÙ‹˜ ÁÚ·ÌÌ‹˜  AB° Â›Ó·È ·ÚÈÛÙÂ-
ÚfiÛÙÚÔÊË ÙfiÙÂ Ù· ÛÙÔÈ¯Â›·  ·, ‚, Á, A, B, °  ÙÔ˘  T  ıÂˆÚÔ‡ÓÙ·È ıÂÙÈÎ¿. E¿Ó Ë ÊÔÚ¿ Â›Ó·È ‰ÂÍÈfi-
ÛÙÚÔÊË, fiˆ˜ .¯. ÛÙÔ A¢B¢°¢ (™¯. 126‚), Ô˘ ÚÔÎ‡ÙÂÈ ˆ˜ Û˘ÌÌÂÙÚÈÎfi ÙÔ˘ AB° ˆ˜ ÚÔ˜ Ì›· Â˘-

ıÂ›·, ÌÔÏÔÓfiÙÈ Ù· ÌÂÁ¤ıË  ·¢, ‚¢, Á¢, A¢, B¢, °¢  Â›Ó·È ·ÓÙÈÛÙÔ›¯ˆ˜ ›Û· ÌÂÓ ÚÔ˜ Ù·  ·, ‚, Á, A, B, °

ıÂˆÚÔ‡ÓÙ·È fiÌˆ˜ ·ÓÙ›ıÂÙ· ·˘ÙÒÓ. ¢ËÏ·‰‹ Â›Ó·È ·¢=–·, ‚¢=–‚, Á¢=–Á, A¢=–A, B¢=–B, °¢=–°.

K·Ù¿ Û˘Ó¤ÂÈ·  ÙÔ  E¢ = 1
2
 ‚¢Á¢ËÌA¢ = – 1

2
 ‚ÁËÌA = –E,  2R¢ = 

·¢
ËÌA¢

 = 2R  Î·È ÙÔ s¢ = Â  a¢ =

= Â ÛÊ(–A) = –Â ÛÊA = – Â a = –s,  A¢+B¢+°¢ = –  Î.Ï.

™ÙÔÓ ÙÂÏÂ˘Ù·›Ô Ù‡Ô Â¿Ó ˆ˜ ÁˆÓ›· 
^
A¢ ÙÔ˘ A¢B¢°¢  ıÂˆÚËıÂ› fi¯È Ë ·ÚÓËÙÈÎ‹ ‰ÂÍÈfiÛÙÚÔÊË Áˆ-

Ó›·,  B¢A¢°¢  ·ÏÏ¿ Ë ·ÚÈÛÙÂÚfiÛÙÚÔÊË ıÂÙÈÎ‹ ÁˆÓ›·, B¢A¢°¢, ÙfiÙÂ ı· Ú¤ÂÈ Ó· ÙÂıÂ› A¢= 2–A, …

Î·È ı· Â›Ó·È  A¢ +B¢+°¢ = 5,  ÌË ‰ÂÎÙfi, ‰ÈfiÙÈ ‰Â¯fiÌ·ÛÙÂ ÙÔ  A+B+° =  ‹ –.  E¿Ó ıÂˆÚËıÂ› Ô
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Ù‡Ô˜  ËÌ A
2

  = ÷̀``` 
(Ù–‚)(Ù–Á)

‚Á
 ,  ÛÙÔ  A¢B¢°¢  ‰›ÓÂÈ

ËÌ 
A¢
2

 = ÷̀`` 
(Ù¢–‚¢)(Ù¢–Á¢)

‚¢Á¢
    ‹   –ËÌ A

2
 = ÷̀``` 

(Ù–‚)(Ù–Á)
‚Á

 .

H ‰È·ÊÔÚ¿ ÛÙÔ ÚfiÛËÌÔ ÔÊÂ›ÏÂÙ·È ÛÙÔ ÁÂÁÔÓfi˜ fiÙÈ ÙÔ  ËÌ A
2

  ˘ÔÏÔÁ›˙ÂÙ·È ·fi ÙË Û¯¤ÛË

ËÌ2 A
2

 = (Ù–‚)(Ù–Á)
‚Á

(˘ÔÙ›ıÂÙ·È fiÙÈ  0<A<,  ÙÔ ÔÔ›Ô ‰ÂÓ ÈÛ¯‡ÂÈ ‰È· ÙËÓ ÁˆÓ›· A¢ ·ÊÔ‡  –<A¢<0). £· Ú¤ÂÈ Î·Ù¿

ÙËÓ ÂÍ·ÁˆÁ‹ ÙË˜ ÙÂÙÚ·ÁˆÓÈÎ‹˜ Ú›˙·˜, fiˆ˜ ¿ÓÙ·, Ó· ÙÂıÂ› ÙÔ ‰ÈÏfi ÚfiÛËÌÔ ÚÔ ÙÔ˘ ÚÈ˙ÈÎÔ‡,
ÂÊfiÛÔÓ ¤¯Ô˘ÌÂ ÙÔ ÂÓ‰Â¯fiÌÂÓÔ ÙË˜ ‡·ÚÍË˜ ÙÚÈÁÒÓˆÓ ÌÂ ·ÚÓËÙÈÎ¤˜ ÁˆÓ›Â˜. A˘Ùfi ÈÛ¯‡ÂÈ, fiÙ·Ó
ÂÌÊ·Ó›˙ÂÙ·È ÁÂÓÈÎ¿ Ë ÙÂÙÚ·ÁˆÓÈÎ‹ Ú›˙·. ¶.¯.  ÙÔ ÂÌ‚·‰fiÓ ÙÔ˘ A¢B¢°¢  Â˘Ú›ÛÎÂÙ·È

6E¢2 = 2Â  ·¢2‚¢2–Â  ·¢4 = 16E2.

ÕÚ·  E¢=±E,  fiˆ˜ ‰Â Â›‰·ÌÂ Û’ ·˘Ù‹Ó ÙËÓ ÂÚ›ÙˆÛË ÂÎÏ¤ÁÂÙ·È ÙÔ ·ÚÓËÙÈÎfi ÚfiÛËÌÔ.

¢È’ fiÏÂ˜ ÙÈ˜ ÂÚÈÙÒÛÂÈ˜ ÙˆÓ ÙÚÈÁÒÓˆÓ Ô˘ ¤¯Ô˘Ó ÁˆÓ›Â˜ ‹ ÏÂ˘Ú¤˜ fiÏÂ˜ ıÂÙÈÎ¤˜ ‹ fiÏÂ˜ ·ÚÓË-
ÙÈÎ¤˜ ‹ ¿ÏÏÂ˜ ıÂÙÈÎ¤˜ Î·È ¿ÏÏÂ˜ ·ÚÓËÙÈÎ¤˜ ‰Â¯fiÌ·ÛÙÂ fiÙÈ ÈÛ¯‡Ô˘Ó ÔÈ ‚·ÛÈÎÔ› Ù‡ÔÈ.

A+B+° = ±,   ·
ËÌA

 = ‚
ËÌB

 = Á
ËÌ°

 = 2R,   E = 1
2
 ‚ÁËÌA. (6.1.1)

Σ�. 127

6.2. Στα σ��µατα 126α, 127 θεωρ��µε
τ� τµ�µα T1 τ�υ επιπ
δ�υ ως τρ
γων� µε
κ�ρυ�
ς A, B, Γ, γων
ες B¢=π–B,  Γ¢=π–Γ,
�π�τε επειδ� πρ
πει A¢+B¢+Γ¢=±π,  πρ�-
κ�πτει  A¢=–A  �  A¢=–A–2π (µη δεκτ�).
Eπ�µ
νως 
��υµε

A¢=–A,   B¢ = π–B,  Γ∆ = π–Γ  και

A¢+B¢+Γ¢ = π (6.2.1)

ÔÈ (6.1.1) ‰›ÓÔ˘Ó:

·¢
ËÌ(–A)

 = 
‚¢

ËÌ(–B)
 = 

Á¢
ËÌ(–°)

 = 2R¢,

E¢ = 1
2
 ‚¢Á¢ËÌA¢

E¿Ó ÂÎÏÂÁÂ› ÙÔ  ·¢=·,  ˆ˜ ÎÔÈÓ‹ ÏÂ˘Ú¿ ÙˆÓ

T, T1  ÚÔÎ‡ÙÂÈ  ‚¢=–‚, Á¢=–Á, R¢=–R, E¢=–E.

OÌÔ›ˆ˜ Ù·  Ù¢, Ù–·¢, Ù¢–‚¢, Ù¢–Á¢  Á›ÓÔÓÙ·È

–(Ù–·), –Ù, Ù–Á, Ù–‚.  T·:

Ú¢ = 
E¢
Ù¢

 = –E
–(Ù–·)

 = Ú·, Ú¢· = 
E¢
Ù–·

 = –E
–Ù

 = Ú,

Ú¢‚ = –E
Ù–Á

 = –ÚÁ, Ú¢Á = 
E¢

Ù¢–Á¢
 = –E

Ù–‚
 = –Ú‚.
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£· ÌÔÚÔ‡ÛÂ Î·ÓÂ›˜ Ó· ÛÎÂÊıÂ› Û˘ÓıÂÙÈÎÒ˜ ÂÍ‹˜:

ΘEMEΛIΩ∆EΣ ΘEΩPHMA: �στω µ
α αλγε$ρικ� σ�
ση:

f(A, B, Γ, α, $, γ, x1, x2, …, xν )= 0 (6.2.2)

ρητ� ως πρ�ς τ�υς τριγων�µετρικ��ς αριθµ��ς των γωνι%ν  A, B, Γ  και π�λλαπλα-
σ
ων � υπ�π�λλαπλασ
ων αυτ%ν καθ%ς και �λλων γωνιακ%ν � γραµµικ%ν στ�ι�ε
ων
εν�ς τριγ%ν�υ  ABΓ.

H σ�
ση παραµ
νει ισ���υσα, αν αντικατασταθ��ν:

α) �ι γων
ες A, B, Γ µε �λλες A¢, B¢, Γ¢, ακ�µη και αρνητικ
ς, των �π�
ων τ� �θρ�ι-
σµα παραµ
νει 
σ�ν πρ�ς  π.

$) τα α, $, γ  µε π�σ�τητες  α¢, $¢, γ¢  αν�λ�γες µε τα ηµ
τ�να των ν
ων γωνι%ν και

γ) τα γωνιακ� � γραµµικ� στ�ι�ε
α απ� τα  x¢1,  x¢2,  …, x¢ν  π�υ πρ�κ�πτ�υν απ� τα
A¢, B¢, Γ¢, α¢, $¢, γ¢  �πως τα  x1, x2, …, xν  πρ�κ�πτ�υν απ� τα  A, B, Γ, α, $, γ.  ∆η-
λαδ� ισ��ει η

f¢ = f(A¢, B¢, Γ¢, α¢, $¢, γ¢,  x¢1,  x¢2,  …, x¢ν) =  0 (6.2.2¢)

H ανωτ
ρω διατ�πωση απ�τελε
 θεµελι%δες θε%ρηµα η δε ν
α σ�
ση  f¢=0  λ
γε-
ται συνα��ς πρ�ς την πρ%τη  f=0.

Aπ�δει&η:

H Û¯¤ÛË  f  ˆ˜ ÚÔ˜ Ù· ÁÚ·ÌÌÈÎ¿ ÛÙÔÈ¯Â›· Â›Ó·È ÔÌÔÁÂÓ‹˜. MÔÚÔ‡ÌÂ ÂÔÌ¤Óˆ˜ fiÏ· Ù·
ÁÚ·ÌÌÈÎ¿ ÛÙÔÈ¯Â›· Ó· Ù· ·ÓÙÈÎ·Ù·ÛÙ‹ÛÔ˘ÌÂ ÌÂ Ù· ·, ‚, Á  Î·È ·˘Ù¿ ÛÙË Û˘Ó¤¯ÂÈ· ÌÂ Ù· ËÌ›ÙÔÓ·,
.¯.  · = 2RØËÌA, … .  TÔ  R, ÏfiÁˆ ÙË˜ ÔÌÔÁÂÓÂ›·˜, ‚Á·›ÓÂÈ ÎÔÈÓfi˜ ·Ú¿ÁÔÓÙ·˜ ÂÎÙfi˜ ÙË˜  f  Î·È
·Ó ·ÓÙÈÎ·Ù·ÛÙ·ıÔ‡Ó ÔÈ ÂÊ·ÙÔÌ¤ÓÂ˜ Î·È Û˘ÓÂÊ·ÙfiÌÂÓÂ˜ ÌÂ Ù· ËÌ›ÙÔÓ· Î·È Û˘ÓËÌ›ÙÔÓ· Ë Û¯¤-
ÛË ÌÂÙ·Û¯ËÌ·Ù›˙ÂÙ·È ÛÙËÓ

Ê(A, B, °) = 0 (6.2.3)

fiÔ˘ ˘¿Ú¯Ô˘Ó ÌfiÓÔ ÌfiÓÔ ËÌ›ÙÔÓ· Î·È Û˘ÓËÌ›ÙÔÓ· ÙˆÓ A, B, °  Î·È ÙˆÓ ÔÏÏ·Ï·Û›ˆÓ ‹ ˘Ô-
ÔÏÏ·Ï·Û›ˆÓ ·˘ÙÒÓ. E¿Ó ÙÂıÂ›  A = –B–°  Ë (6.2.3) Á›ÓÂÙ·È

Ê(–B–°, B, °) = 0 (6.2.4)

Ë ÔÔ›· Â·ÏËıÂ‡ÂÙ·È ‰È· Î¿ıÂ ˙Â‡ÁÔ˜ ÙÈÌÒÓ  (B, °),  ÌÂ ÙÈÌ¤˜ ıÂÙÈÎ¤˜ Î·È B+° <  . E¿Ó ÙÂıÂ›

Û˘ÓmB+iËÌmB = (Û˘ÓB+iËÌB)m = Ìm  (Ì=eBi)

Û˘ÓmB–iËÌmB = (Û˘ÓB+iËÌB)–m = Ì–m

ı· Â›Ó·È  2iËÌmB = Ìm –Ì–m,   2Û˘ÓB = Ìm –Ì–m.

AÓ·ÏfiÁˆ˜ Î·È  2iËÌm° = Óm–Ó–m,   2Û˘Óm° = Óm+Ó–m (Ó=e°i).

MÂ ÙÈ˜ ˆ˜ ¿Óˆ ·ÓÙÈÎ·Ù·ÛÙ¿ÛÂÈ˜ Ë (6.2.4) Î·Ù·Ï‹ÁÂÈ ÛÂ ÔÏ˘ÒÓ˘ÌÔ ˆ˜ ÚÔ˜  Ì, Ó  ÔÚÈÛÌ¤ÓÔ˘
·ÚÈıÌÔ‡ fiÚˆÓ, ÛÙÔ ÔÔ›Ô ÔÈ ÂÎı¤ÙÂ˜ ÙˆÓ ÌÂÙ·‚ÏËÙÒÓ Â›Ó·È ıÂÙÈÎÔ› ‹ ·ÚÓËÙÈÎÔ›, ·Î¤Ú·ÈÔÈ, ÎÏ·-
ÛÌ·ÙÈÎÔ› ‹ Î·È ·Û‡ÌÌÂÙÚÔÈ. EÂÈ‰‹, ÂÍ ˘Ôı¤ÛÂˆ˜, ·˘Ùfi ÙÔ ÔÏ˘ÒÓ˘ÌÔ ÌË‰ÂÓ›˙ÂÙ·È ‰È· Ì›· ‰È-
Ï‹ ·ÂÈÚ›· ÙÈÌÒÓ ÙˆÓ ÌÂÙ·‚ÏËÙÒÓ, ÂÚÈÂ¯ÔÌ¤ÓˆÓ ÌÂÙ·Í‡ Î¿ÔÈˆÓ ÔÚ›ˆÓ, ¤ÂÙ·È fiÙÈ ı· ÌË‰Â-
Ó›˙ÂÙ·È ‰È· Î¿ıÂ ÙÈÌ‹ ÙÔ˘ ˙Â‡ÁÔ˘˜  (Ì, Ó)  ·‰È·ÎÚ›Ùˆ˜ Î·È ¿Ú· ı· Â›Ó·È ÂÎ Ù·˘ÙfiÙËÙÔ˜ ÌË‰¤Ó
(‰ËÏ·‰‹ ÔÈ Û˘ÓÙÂÏÂÛÙ¤˜ ÙˆÓ fiÚˆÓ Â›Ó·È ›ÛÔÈ ÌÂ ÌË‰¤Ó). AÊÔ‡ Ë (6.2.4) ·ÏËıÂ‡ÂÈ ¯ˆÚ›˜ ÂÚÈÔÚÈ-
ÛÌfi, ¤ÂÙ·È fiÙÈ ÙÔ ›‰ÈÔ ı· Û˘Ì‚·›ÓÂÈ Î·È ÌÂ ÙËÓ (6.2.3), ¿Ú· Î·È ÌÂ ÙËÓ (6.2¢.3), ¿Ú· Î·È ÌÂ ÙËÓ

(6.2.2¢). ŒÙÛÈ ÚÔÎ‡ÙÂÈ Ë ÈÛ¯‡˜ ÙË˜ (6.2.2).
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Παρατηρ�σεις:

1η YÂÙ¤ıÂÈ fiÙÈ A¢+B¢+°¢ = . AÓ ·˘Ùfi ‰ÂÓ ÈÛ¯‡ÂÈ .¯. Â›Ó·È  A¢+B¢+°¢ = –  ÙÔ ıÂÌÂÏÈÒ‰Â˜ ı¤ˆÚËÌ· ·‡ÂÈ Ó·

ÈÛ¯‡ÂÈ. To ‚Ï¤Ô˘ÌÂ ÛÙo ·Ú¿‰ÂÈÁÌ·  SËÌA = 4PÛ˘Ó A
2

 .  ¢È·  A¢=–A, B¢=–B, °¢=–°   Ë

SËÌA¢ = 4PÛ˘Ó A¢
2

 fi SËÌ(–A) = 4PÛ˘Ó ( ) 
–A
2

 fi –SËÌA = 4PÛ˘Ó A
2

  Ô˘ ‰ÂÓ ÈÛ¯‡ÂÈ.

2η YÂÙ¤ıÂÈ fiÙÈ Ë Û¯¤ÛË  f(A, B,°) = 0, ˘fiÎÂÈÙ·È ÌfiÓÔ ÛÙÔÓ ÂÚÈÔÚÈÛÌfi  A+B+° = . E¿Ó ˘¤ÎÂÈÙÔ Î·È ÛÂ ‰Â‡-

ÙÂÚÔ ÂÚÈÔÚÈÛÌfi, .¯. B+° = 
2

 , ‰ËÏ·‰‹ ÙÔ AB° Ó· Â›Ó·È ÔÚıÔÁÒÓÈÔ ÛÙÔ A, ı· ¤ÚÂÂ Â›ÛË˜ Ó· ˘ÔÙÂıÂ› fiÙÈ

Î·È  B¢+°¢ = 
2

 . AÓ .¯. ÙÂıÂ›  A¢=–A, B¢ = –B,  °¢ = –°,  ÂÓÒ ÈÛ¯‡ÂÈ Ë  ‚ = ÁÂÊB, ‰ÂÓ ÈÛ¯‡ÂÈ Ë ‚¢ = Á¢ÂÊB¢

Î·È ÙÔ‡ÙÔ ‰ÈfiÙÈ Á›ÓÂÙ·È  –‚ = –ÁÂÊ(–B) , Ô˘ ¤¯ÂÈ ·ÓÙ›ıÂÙÔ ÚfiÛËÌÔ ÙË˜  ‚ = ÁÂÊB.  AÓ fiÌˆ˜ ÂÎÏÂÁÂ›  A¢=A,
B¢=B+, °¢=°–,  ÂÂÈ‰‹  B¢+°¢ = B+° = 

2
 ,  Ë  ‚¢=Á¢ÂÊB¢  ÈÛ¯‡ÂÈ. AÓ ÂÎÏÂÁÂ›  A¢=–A, B¢=–B, °¢=–°

Î·È  B+° = 
2

  ı· Â›Ó·È  B¢+°¢ = 3
2

  Î·È ¿Ú· ÛÙËÓ ÂÚ›ÙˆÛË ·˘Ù‹ Ë  ‚¢=Á¢ÂÊB¢  ‰ÂÓ ÈÛ¯‡ÂÈ.

E¿Ó ÈÛ¯‡ÂÈ ÌÂÙ·Í‡ ÙˆÓ A, B, ° ÂÎÙfi˜ ÙË˜  A+B+° =   Î·È ‰Â‡ÙÂÚË Û¯¤ÛË, .¯. Ë B+° = 
2

 , ÙfiÙÂ Ë (6.2.4)

Ô‰ËÁÂ›Ù·È, ÌÂ ··ÏÔÈÊ‹ ÙÔ˘  ° = 
2

 –B, ÛÂ Ì›· ¿ÏÏË Ô˘ ÂÚÈ¤¯ÂÈ ÌfiÓÔ ÙÔ B. AÔ‰ÂÈÎÓ‡ÂÙ·È ¿ÏÈ fiÙÈ ÈÛ¯‡ÂÈ

‰È· Î¿ıÂ ÙÈÌ‹ ÙÔ˘ B (·ÂÈÚ›· ÙÈÌÒÓ), Ú¿ÁÌ· Ô˘ Ô‰ËÁÂ› ÛÙË Ó¤· ‰È·Ù‡ˆÛË, fiÙÈ Ù· A¢, B¢, °¢ Ú¤ÂÈ Ó·
ÌÔÚÔ‡Ó Ó· Â·ÏËıÂ‡Ô˘Ó Î·È ÙËÓ  B¢+°¢ = 

2
 , ‹ ¿ÏÏË Û¯¤ÛË ·Ó·ÏfiÁˆ˜ (.¯. B¢=°¢  ‹  B¢=2°¢ Î.Ù.Ï.)

3η XÚËÛÈÌÔÔÈÒÓÙ·˜ ·ÏÔ‡˜ Û˘ÓÙÂÏÂÂÛÙ¤˜ Â›Ó·È Â‡ÎÔÏÔ Ó· ‚ÚÔ‡ÌÂ ÔÛÔ˘Û‰‹ÔÙÂ ÌÂÙ·Û¯ËÌ·ÙÈÛÌÔ‡˜ ÒÛÙÂ Ó· Â›-
Ó·È  A¢+B¢+°¢ = .  AÓ·Ê¤ÚÔ˘ÌÂ  ÙÔ˘˜ ÂÍ‹˜:

1Ô. –A, –B,  –° (ÂÈ˜ ÙÚÈÏÔ‡Ó)

2Ô. –A,  –B
2

 ,  –°
2

(ÂÈ˜ ÙÚÈÏÔ‡Ó)

3Ô. 2
3

 –A,  2
3

 –B,  2
3

 –° (ÂÈ˜ ·ÏÔ‡Ó)

4Ô. A, B+m,  °–m (ÂÈ˜ ÂÍ·ÏÔ‡Ó)

5Ô. A+m,  B– m
2

 ,  °– m
2

 (ÂÈ˜ ÙÚÈÏÔ‡Ó)

6Ô. 
2

 – A
2

 ,  
2

 – B
2

 ,  
2

 – °
2

(ÂÈ˜ ·ÏÔ‡Ó)

7Ô. A
2

 – 
2

 ,  B
2

 + 
2

 ,  °
2

 + 
2

(ÂÈ˜ ÙÚÈÏÔ‡Ó)

8Ô. nA+(1–n),  nB,  n° (ÂÈ˜ ÙÚÈÏÔ‡Ó, nπ0)

9o. –2A(=–A+B+°),  –2B(ËA–B+°),  –2°(Ë¢A+B–°) (ÂÈ˜ ·ÏÔ‡Ó)

10Ô m(B–°)+,   m(°–A),  m(A–B) (ÂÈ˜ ÙÚÈÏÔ‡Ó)

11Ô. m(B–°),  m(°– A) + 
2

 ,  m(A–B) + 
2

 (ÂÈ˜ ÙÚÈÏÔ‡Ó)  ̨
Ô
Ô
Ô
Ô
˝
Ô
Ô
Ô
Ô
¸

  (6.2.5)

OÈ ÌÂÙ·Û¯ËÌ·ÙÈÛÌÔ› ·˘ÙÔ› ÂÊ·ÚÌfi˙ÔÓÙ·È ¿ÌÂÛ· ÛÂ ÔÔÈ·‰‹ÔÙÂ ÙÚÈÁˆÓÔÌÂÙÚÈÎ‹ Û¯¤ÛË ÌÂÙ·Í‡ ÙˆÓ ÁˆÓÈÒÓ
ÂÓfi˜ ÙÚÈÁÒÓÔ˘ .¯. ‰È· ÙÔÓ 1Ô ÌÂÙ·Û¯ËÌ·ÙÈÛÌfi

H SËÌA = 4PÛ˘Ó A
2

  ¤¯ÂÈ Û˘Ó·Ê‹ ÛÙÔ A ÙËÓ –ËÌA+ËÌB+ËÌ°=4Û˘Ó A
2

 ËÌ B
2

 ËÌ °
2

  Î·È ¿ÏÏÂ˜ ‰‡Ô ÛÙ· B Î·È °.

H SÛ˘ÓA = 1+4PËÌ A
2

  ¤¯ÂÈ Û˘Ó·Ê‹ ÛÙÔ A ÙËÓ  Û˘ÓA–Û˘ÓB–Û˘Ó° = 1–4ËÌ A
2

 Û˘Ó B
2

 Û˘Ó °
2

  Î·È ¿ÏÏÂ˜ ‰‡Ô.

O 2Ô˜ ÂÊ·ÚÌÔ˙fiÌÂÓÔ˜ ÛÙÔ  A  Î·È ÛÙËÓ  SËÌ2A = 2+2PÛ˘ÓA  ¤¯ÂÈ Û˘Ó·Ê‹ ÙËÓ

ËÌ2A+Û˘Ó2 B
2

+ Û˘Ó2 °
2

 = 2–2Û˘ÓA ËÌ B
2

  ËÌ °
2

Î·È ¿ÏÏÂ˜ ‰‡Ô. ¢ËÏ·‰‹ fiÏÔÈ ÔÈ ÌÂÙ·Û¯ËÌ·ÙÈÛÌÔ› ÌÔÚÂ› Ó· ÂÊ·ÚÌÔÛıÔ‡Ó ÛÙÈ˜ ·Ú·¿Óˆ Û¯¤ÛÂÈ˜. ŸÙ·Ó
¤Ó·˜ ÌÂÛ¯ËÌ·ÙÈÛÌfi˜ Â›Ó·È Û˘ÌÌÂÙÚÈÎfi˜ (.¯. Ô 3Ô˜, 6Ô˜, 9Ô˜ Î.Ï.) ˆ˜ ÚÔ˜ A, B, ° ¤¯Ô˘ÌÂ ¤Ó· ·ÔÙ¤ÏÂ-
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ÛÌ·. ŸÙ·Ó Â›Ó·È ËÌÈÛ˘ÌÌÂÙÚÈÎfi˜, ‰ËÏ·‰‹ ‰‡Ô ·fi Ù· A¢, B¢, °¢  ÂÎÊÚ¿˙ÔÓÙ·È Û˘ÌÌÂÙÚÈÎ¿ ÌÂ Ù· A, B, °
(fiˆ˜ ÔÈ 1Ô˜, 2Ô˜ Î.Ï.) ¤¯Ô˘ÌÂ ÙÚ›· ‰È·ÊÔÚÂÙÈÎ¿ ·ÔÙÂÏ¤ÛÌ·Ù·. ŸÙ·Ó ‚ÚÂıÂ› ÙÔ ¤Ó·, Ù· ¿ÏÏ· ‰‡Ô ÚÔÎ‡-
ÙÔ˘Ó ÌÂ ÂÓ·ÏÏ·Á‹ ‰‡Ô ÂÎ ÙˆÓ A, B, °.
AÓ Ù¤ÏÔ˜ ¤Ó·˜ ÌÂÙ·Û¯ËÌ·ÙÈÛÌfi˜ Â›Ó·È ·ÓÙÈÛ˘ÌÌÂÙÚÈÎfi˜, .¯. Ô 4Ô˜ ¤¯Ô˘ÌÂ ¤ÍÈ ‰È·ÊÔÚÂÙÈÎ· ·ÔÙÂÏ¤Ì·Ù·.
O ›Ó·Î·˜ (6,.2.5) ÂÚÈ¤¯ÂÈ ÏÔÈfiÓ ÌÈ· ÙÚÈ·ÎÔÓÙ¿‰· ÌÂÙ·Û¯ËÌ·ÙÈÛÌÒÓ. ¢ËÏ·‰‹ ÍÂÎÈÓÒÓÙ·˜ ·fi Ì›· ÔÔÈ·-
‰‹ÔÙÂ Û¯¤ÛË ÌÂÙ·Í‡ ÙˆÓ ÁˆÓÈÒÓ ÂÓfi˜ ÙÚÈÁÒÓÔ˘, .¯. ÙˆÓ  SÛÊB ÛÊ° = 1  Ì·˜ ‰›ÓÂÈ ÙÚÈ¿ÓÙ· ¿ÏÏÂ˜ Û¯¤ÛÂÈ˜.

6.3. O (λεγ�µεν�ς) συνε��ς µετασ�ηµατισµ�ς τ�υ M.E. Lemoine Â›Ó·È Ô 1Ô˜ ÂÎ ÙˆÓ
(6.2.5). AÓ Î·È ·ÚÔ˘ÛÈ¿˙ÂÈ ÌÂÁ¿ÏË ·Ú·ÁˆÁÈÎfiÙËÙ· ÛÙËÓ ÂÊ·ÚÌÔÁ‹ ÙÔ˘ (ÙËÓ ÔÔ›· ı· ·Ó·Ê¤-
ÚÔ˘ÌÂ Û’ ·˘Ùfi ÙÔ ÎÂÊ¿Ï·ÈÔ), Â›Ó·È ÂÈ‰ÈÎ‹ ÂÚ›ÙˆÛË ÙÔ˘ ÂÍ‹˜ ÁÂÓÈÎfiÙÂÚÔ˘ ÌÂÙ·Û¯ËÌ·ÙÈÛÌÔ‡.

ŒÛÙˆ fiÙÈ ÔÈ ‚.Û. ÙÔ˘ ÛËÌÂ›Ô˘  P[l, m, n],  ÂÎÊÚ¿˙ÔÓÙ·È ˆ˜ Û˘Ó·ÚÙ‹ÛÂÈ˜ ÙˆÓ ÁˆÓÈÒÓ ÙÔ˘ ÙÚÈÁÒ-
ÓÔ˘  AB°  ‰ËÏ·‰‹ Â›Ó·È:

P:  l = f1(A, B, °),   m = f2(A, B, °),    n = f3(A, B, °) (6.3.1)

£ÂˆÚÔ‡ÌÂ ¤Ó· ÌÂÙ·Û¯ËÌ·ÙÈÛÌfi ÙˆÓ  A¢, B¢, °¢  ·fi ÙÔ˘˜ (6.2.5) ‹ ¤Ó·Ó ¿ÏÏÔ, ÛÙÔÓ ÔÔ›Ô,

fiˆ˜ ¿ÓÙ·, ÈÛ¯‡ÂÈ Ë  A¢+B¢+°¢ = .  E¿Ó ÛÙÈ˜ (6.3.1) Á›ÓÔ˘Ó ÔÈ ·ÓÙÈÎ·Ù·ÛÙ¿ÛÂÈ˜ A/A¢, B/B¢, °/°¢
ÚÔÎ‡ÂÈ ÙÔ ÛËÌÂ›Ô  P‚[l¢, m¢, n¢]  ÙÔ˘ ÔÔ›Ô˘ ÔÈ ‚.Û. Â›Ó·È ÔÈ

P‚:  l¢ = f1(A¢, B¢, °¢),    m¢ = f2(A¢, B¢, °¢),    n¢ =  f3(A¢, B¢, °¢) (6.3.2)

TÔ ÛËÌÂ›Ô P‚ ÔÓÔÌ¿˙ÂÙ·È συνα�
ς $αρυκεντρικ� τ�υ P, ‰È· ÙÔ˘ ÌÂÙ·Û¯ËÌ·ÙÈÛÌÔ‡ F: A/A¢,
B/B¢, °/°¢  fiÙ·Ó Ô  F  Â›Ó·È Û˘ÌÌÂÙÚÈÎfi˜ (fiˆ˜ ÙÔ 3Ô ÛÙÈ˜ 6.2.5). E¿Ó Ô F  Â›Ó·È ËÌÈÛ˘ÌÌÂÙÚÈÎfi˜
(fiˆ˜ ÛÙÔ 1Ô, 2Ô Î.Ï. ÙˆÓ 6.2.5) ÙfiÙÂ ÙÔ  P‚  ÔÓÔÌ¿˙ÂÙ·È συνα�
ς $αρυκεντρικ� των  P στ�
A. E¿Ó Ù¤ÏÔ˜ Ô  F  Â›Ó·È ·ÓÙÈÛ˘ÌÌÂÙÚÈÎfi˜ (BÏ. 4Ô), ÙfiÙÂ ÔÓÔÌ¿˙ÂÙ·È συνα�
ς $αρυκεντρικ�
τ�υ  P  στη δι�τα&η (A, B, Γ). AÓ¿ÏÔÁ· ÈÛ¯‡Ô˘Ó Î·È ‰È· ÙÈ˜ Î·ıÂÙÈÎ¤˜ (‹ ÙÚÈÁÚ·ÌÌÈÎ¤˜) Û˘-
ÓÙÂÙ·ÁÌ¤ÓÂ˜ ÙÔ˘  P[x, y, z].  ¢ËÏ·‰‹ ·Ó Â›Ó·È

x = F1(A, B,  °),    y = F2(A, B, °),    z = F3(A, B, °) (6.3.3)

Î·È ÂÊ·ÚÌÔÛÙÂ› Ô ÌÂÙ·Û¯ËÌ·ÙÈÛÌfi˜  F: A¢/A, … ÛÙÈ˜ ÁˆÓ›Â˜, ÚÔÎ‡ÙÂÈ ÙÔ ÛËÌÂ›Ô  PÎ[x¢, y¢, z¢]
(‹ PÙ)

PÎ (‹ PÙ):  x¢¢ = F1(A¢, B¢, °¢),    y¢¢ = F2(A¢, B¢, °¢),    z¢¢ = F3(A¢, B¢, °¢),

ÙÔ ÔÔ›Ô ÔÓÔÌ¿˙ÂÙ·È συνα�
ς καθετικ� � (τριγραµµικ�) τ�υ P. ¶ÚÔÛÙ›ıÂÙ·È ·Ó ¯ÚÂÈ·ÛıÂ›
fiˆ˜ Î·È ÚÔËÁÔ˘Ì¤Óˆ˜, Ô ¯·Ú·ÎÙËÚÈÛÌfi˜: ÛÙÔ  A  ‹ ÛÙË ‰È¿Ù·ÍË  (A, B, °).

6.4. ∆�θε
σης µιας καµπ�λης  C∫f(l, m, n) = 0,  ÔÓÔÌ¿˙Ô˘ÌÂ συνα�� $αρυκεντρικ�,
καµπ�λη ÙËÓ  C‚ ∫ f¢(l¢, m, n¢) = 0,  Ë ÔÔ›· ÚÔÎ‡ÙÂÈ ·fi ÙËÓ f, Î¿ÓÔÓÙ·˜ ÙÔÓ ÌÂÙ·Û¯ËÌ·ÙÈ-

ÛÌfi  F: A/A¢ … Â› ÙˆÓ Û˘ÓÙÂÏÂÛÙÒÓ Î·È ·ÓÙÈÎ·ıÈÛÙÒÓÙ·˜ Ù·  l, m, n  ÌÂ Ù·  l¢, m¢, n¢.
AÓ·ÏfiÁˆ˜ ÔÚ›˙ÂÙ·È Ë Û˘Ó·Ê‹˜ Î·ıÂÙÈÎ‹ (‹ ÙÚÈÁÚ·ÌÌÈÎ‹) Î·Ì‡ÏË  CÎ (‹ CÙ)  ÙË˜  C.

EÎ ÙˆÓ ·ÓˆÙ¤Úˆ ÚÔÎ‡ÙÂÈ fiÙÈ:

1Ô «K¿ıÂ Î·Ì‡ÏË Î·È Ë Û˘Ó·Ê‹˜ ·˘Ù‹˜  C‚  ‹  CÎ  (‹ CÙ)  Â›Ó·È ÙÔ˘ È‰›Ô˘ ‚·ıÌÔ‡».

2Ô AÓ ¤Ó· ÛËÌÂ›Ô  P  ÁÚ¿ÊÂÈ Ì›· Î·Ì‡ÏË  C,  ÙÔ ‚·Ú˘ÎÂÓÙÚÈÎfi Û˘Ó·Ê¤˜  P‚  ÁÚ¿ÊÂÈ ÙËÓ Û˘Ó·Ê‹
‚·Ú˘ÎÂÓÙÚÈÎ‹  C‚,  Î·È ÙÔ Û˘Ó·Ê¤˜  PÎ  (‹ PÙ)  ÁÚ¿ÊÂÈ ÙËÓ Û˘Ó·Ê‹  CÎ (‹ CÙ)  ÙË˜ Î·Ì‡ÏË˜
C. ¢ÈfiÙÈ ·Ó Ë ÂÍ›ÛˆÛË  f(l, m, n) = 0  Â·ÏËıÂ‡ÂÙ·È ·fi ÙÈ˜ (6.2.6), Ë   f(l¢, m¢, n¢) = 0  ı·

Â·ÏËıÂ‡ÂÙ·È ·fi ÙÈ˜ (6.2.7), ÏfiÁˆ ÙÔ˘ ıÂÌÂÏÈÒ‰Ô˘˜ ıÂˆÚ‹Ì·ÙÔ˜ ÂÊfiÛÔÓ ÚfiÎÂÈÙ·È ‰È· Ì›·
Û¯¤ÛË ÌÂÙ·Í‡ ÙˆÓ ÛÙÔÈ¯Â›ˆÓ ·ÓÙfi˜ ÙÚÈÁÒÓÔ˘.

3Ô H �µ�γρα�
α ‰È·ÙËÚÂ›Ù·È, ÂÊfiÛÔÓ ÔÈ Ù‡ÔÈ ÙÔ˘ ÌÂÙ·Û¯ËÌ·ÙÈÛÌÔ‡ ÌÂÙ·Û¯ËÌ·Ù›˙Ô˘Ó Ì›·
Â˘ıÂ›· ÛÙËÓ Û˘Ó·Ê‹ Â˘ıÂ›· ·˘Ù‹˜ (‚·Ú˘ÎÂÓÙÚÈÎ‹˜, Î·ıÂÙÈÎ‹˜ ‹ ÙÚÈÁÚ·ÌÌÈÎ‹˜). Œ¯Ô˘ÌÂ ÏÔÈ-
fiÓ Ù·
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Π�ρ
σµατα:

1�. «E�ν τρ
α σηµε
α ε
ναι �µ�ευθευθειακ�, τ�τε και τα συνα�� τ�υς ε
ναι επ
σης
�µ�ευθειακ�». «E�ν π
ντε σηµε
α ε
ναι �µ�κωνικ�, τ�τε και τα συνα�� τ�υς
ε
ναι �µ�κωνικ�».

º·›ÓÂÙ·È ·Ì¤Ûˆ˜ Ë ·Ú·ÁˆÁÈÎfiÙËÙ· ·˘ÙÔ‡ ÙÔ˘ ÌÂÙ·Û¯ËÌ·ÙÈÛÌÔ‡. AÓ Ì·˜ ‰ÔıÂ› ÌÈ· ÙÚÈ¿‰·
ÔÌÔÂ˘ıÂÈ·ÎÒÓ ÛËÌÂ›ˆÓ, ÌÔÚÔ‡ÌÂ Ó· ‚ÚÔ‡ÌÂ, ¯ˆÚ›˜ ˘ÔÏÔÁÈÛÌfi ‹ ·fi‰ÂÈÍË, ‚¿ÛÂÈ ÙˆÓ (6.2.5)
Ì›· ÙÚÈ·ÎÔÓÙ¿‰· Û˘Ó·ÊÒÓ ‚·Ú˘ÎÂÓÙÚÈÎÒÓ ÙÚÈ¿‰ˆÓ Î·È ¿ÏÏË Ì›· ÙÚÈ·ÎÔÓÙ¿‰· ÙÚÈÁÚ·ÌÌÈÎÒÓ.
¶.¯. AÓ ıÂˆÚ‹ÛÔ˘ÌÂ Ù· ÔÌÔÂ˘ıÂÈ·Î¿ ÛËÌÂ›·  M[1, 1, 1],  G[a1],  P[Û˘ÓA],  ÂÊ·ÚÌfi˙ÔÓÙ·˜ ÙÔÓ 9Ô

ÌÂÙ·Û¯ËÌ·ÙÈÛÌfi ÙˆÓ (6.9.5) ÚÔÎ‡ÙÂÈ Ë ÙÚÈ¿‰·  M, 
⁄
H[a], P¢[Û˘Ó2A]. ™ÙÈ˜ Â˘ıÂ›Â˜ ÙˆÓ ‰‡Ô ·˘-

ÙÒÓ ÙÚÈ¿‰ˆÓ ÎÂ›ÓÙ·È Î·È Ù· ÛËÌÂ›·  D0[b1+c1],  L[b+c]  ·ÓÙÈÛÙÔ›¯ˆ˜.

2�. «H τ�µ� δ�� καµπ�λων 
�ει συνα�
ς ($αρυκεντρικ%ς, καθετικ%ς � τριγραµµι-
κ%ς) την τ�µ� των συνα�%ν καµπ�λων ($αρυκεντρικ%ς, καθετικ%ς � τριγραµ-
µικ%ς αντιστ�
�ως).

3�. «Aν τρεις ευθε
ες συγκλ
ν�υν, τ�τε και �ι συνα�ε
ς αυτ%ν συγκλ
ν�υν ($αρ.,
καθ. � τριγρ.)».

4�. «∆�� �µ�λ�γικ� σ��µατα, µετασ�ηµατ
��νται επ
σης εις σ��µατα �µ�λ�γικ�
($αρ., καθ. � τριγρ.)».

4�. «Oι ε�απτ�µενες καµπ�λες (θεωρ��µενες ως �ρια τεµν�υσ%ν) µετασ�ηµατ
��-
νται σε ε�απτ�µενες της συνα���ς καµπ�λης ($αρ., καθ. � τριγρ.) στα συνα��
σηµε
α». Eπ�µ
νως:
«η π�λικ� εν�ς σηµε
�υ ως πρ�ς µ
α κωνικ� µετασ�ηµατ
�εται σε π�λικ� τ�υ
συνα���ς σηµε
�υ ως πρ�ς την συνα�� κωνικ� ($αρ., καθ. � τριγρ.)». Συνεπ%ς
«Oι συνα�ε
ς ευθε
ες 
��υν περι$�λλ�υσες συνα�ε
ς καµπ�λες».

6.5. «Eιδικ� στις $αρυκεντρικ
ς συνα�ε
ς η επ’ �πειρ� ευθε
α  e ∫ l+m+n = 0  µετα-
σ�ηµατ
�εται στ�ν εαυτ� της». EÔÌ¤Óˆ˜ Û’ ·˘ÙfiÓ ÙÔÓ ÌÂÙ·Û¯ËÌ·ÙÈÛÌfi, «ευθε
ες παρ�λ-
ληλες µετασ�ηµατ
��νται σε ευθε
ες παρ�λληλες, ως συγκλ
ν�υσες µε την επ’ �πειρ�
ευθε
α  e». «K�θε παρα$�λ� , ως επαπτ�µ
νη της  e,  µετασ�ηµατ
�εται σε παρα$�-
λ�». «K�θε υπερ$�λ�, ως 
��υσα δ�� κ�ιν� σηµε
α µε την  e, µετασ�ηµατ
�εται σε
υπερ$�λ�. EÔÌ¤Óˆ˜: «κατ� τ�ν µετασ�ηµατισµ� αυτ�ν διατηρε
ται τ� γ
ν�ς της κω-
νικ�ς». «∆�� σ��µατα �µ�ι�θετα µετασ�ηµατ
��νται σε δ�� σ��µατα επ
σης �µ�ι�-
θετα».

«∆ια τις συνα�ε
ς καθετικ
ς � αντι�ρθικ�ς �&�νας,  x+y+z = 0, µετασ�ηµατ
�εται
στ�ν εαυτ� τ�υ».

«Στις $αρυκεντρικ
ς συνα�ε
ς: αν δ�� σηµε
α ε
ναι συµπληρωµατικ� � αντισυ-
µπληρωµατικ� τ� 
δι� αντ
στ�ι�α ε
ναι και τα µετασ�ηµατισµ
να τ�υς. T� αν�λ�γ�
ισ��ει δια σηµε
α αντ
στρ��α, ισ�$αρικ� ηµιαντ
στρ��α (semi-reciproques), δυνα-
µικ� καθ%ς και δια τα επ’ �πειρ� σηµε
α π�υ αντιστ�ι���ν σε µ
α ευθε
α � 
να ση-
µε
�. (§5.4.9 και §5.4.10).

«Στις καθετικ
ς συνα�ε
ς η ιδι�τητα αυτ� ε�αρµ��εται: στα ισ�γ%νια σηµε
α, στα
παραπληρωµατικ� και αντιπαραπληρωµατικ� (ενν�ε
ται ως πρ�ς τ� I[α]), τα �π�
α
πρ�σδι�ρ
��νται απ� µ
α σ�
ση γραµµικ� των συντεταγµ
νων γενικ%ς».
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6.6. O ÌÂÙ·Û¯ËÌ·ÙÈÛÌfi˜ ÙÔ˘ M. Lemoine, ·fi fiÏÔ˘˜ ÌfiÓÔ ·˘Ùfi˜, ¤¯ÂÈ ·ÍÈfiÏÔÁÂ˜ ÌÂÙÚÈÎ¤˜
È‰ÈfiÙËÙÂ˜, fiÙ·Ó ÌÂÙ·‚·›ÓÔ˘ÌÂ ·fi ¤Ó· Û¯‹Ì· ÛÙÔ Û˘Ó·Ê¤˜ ÙÔ˘:

1�. «H απ�σταση δ�� συνα�%ν σηµε
ων $ρ
σκεται, κατ� πρ�σ
γγιση πρ�σ�µ�υ,
κ�ν�ντας τ�ν µετασ�ηµατισµ� στα στ�ι�ε
α π�υ υπ�ρ��υν µ
σα στην 
κ�ραση
των δ�� αρ�ικ%ν σηµε
ων».

2�. «Aν�λ�γη πρ�ταση ισ��ει δια την απ�σταση σηµε
�υ απ� ευθε
α».
3�. «Oµ�
ως δια την ε�απτ�µ
νη της γων
ας δ�� ευθει%ν».
4�. «Oι �ρθ
ς γων
ες διατηρ��νται».

Aνα��τηση µετασ�ηµατισµ��. «Θεωρ��µε δ�� �π�ιαδ�π�τε σηµε
α  P1[l1, m1, n1],
P0[l0 , m0, n0]  και την απ�σταση αυτ%ν  d = P1P0.  Eπ
σης τα µετασ�ηµατισµ
να αυ-
τ%ν  P¢1 [l¢1, m¢1, n¢1],  P¢0 [l¢0, m¢0, n¢0]  και την απ�στασ� τ�υς  d¢ = P¢1P¢0.  Aν  d¢¢ ε
ναι η µε-
τασ�ηµατισµ
νη της  d, �ητε
ται να πρ�σδι�ρισθε
 � µετασ�ηµατισµ�ς %στε, να
ισ��ει η σ�
ση  d¢2 = kd¢¢2,  στην �π�
α � συντελεστ�ς  k   να ε
ναι ανε&�ρτητ�ς των $α-
ρυκεντρικ%ν συντεταγµ
νων των θεωρηθ
ντων σηµε
ων».

H (2.2.2¢) ‰›ÓÂÈ  x1–x0 = ‚ 
 Ë
Ê

 ̄
ˆ l1

e1
 – l0

e0
   ,   y1–y0 = · 

 Ë
Ê

 ̄
ˆ m1

e1
 – m0

e0
  ,

fiÔ˘  e1 = l1+m1+n1,  e0 = l0+m0+n0.

E¿Ó  ÙÂıÂ›:  l1
e1

 – l0
e0

 = ˘,   m1
e1

 – m0
e1

 = u fi x1–x0 = ‚˘,  y1–y0 = ·u.  EÔÌ¤Óˆ˜ Â›Ó·È (‚Ï.  2.4.1)

d2 = ·2u2+‚2˘2+2·‚u˘ Û˘Ó° (6.6.1)

d¢2 = ·2u¢2+‚2˘¢2+2·‚u¢˘¢ Û˘Ó°¢ (6.6.2)

Afi ÙËÓ [6.6.1] ‰È· ÙÔ˘ ÌÂÙ·Û¯ËÌ·ÙÈÛÌÔ‡ ÚÔÎ‡ÙÂÈ Ë

d¢¢2 = ·¢2u¢2+‚¢2˘¢2+2·¢‚¢u¢˘¢ Û˘ÓA¢ (6.6.3)

¢È· Ó· ÈÛ¯‡ÂÈ  d¢2 = kd¢¢2,  ‰È· Î¿ıÂ ˙Â‡ÁÔ˜  P1, P0,  ‰ËÏ·‰‹ ‰È· Î¿ıÂ ˙Â‡ÁÔ˜  (u¢, ˘¢) ı· Ú¤ÂÈ

k = ·2

·¢2
 = ‚

2

‚¢2
 = 2·‚Û˘Ó°

2·¢‚¢Û˘Ó°¢
 (6 6.4)

EÂÈ‰‹ ÈÛ¯‡ÂÈ Ë  ·2+‚2–Á2–2·‚Û˘ÓA = 0,  Î·Ù¿ ÙÔ ıÂÌÂÏÈÒ‰Â˜ ıÂÒÚËÌ· ı· ÈÛ¯‡ÂÈ Î·È Ë
·¢2+‚¢2–Á¢2–2·¢‚¢Û˘Ó°¢ = 0   Î·È Ë ÚÔËÁÔ‡ÌÂÓË Û¯¤ÛË ÁÚ¿ÊÂÙ·È

k = ·
2

·¢2
 = ‚

2

‚¢2
 = Á

2

Á¢2
 (6.6.5)

EÂÈ‰‹ Â›Ó·È  ·
ËÌA

 = ‚
ËÌB

 = Á
ËÌ°

 ,  Î·Ù¿ ‰Â ÙÔ ıÂÌÂÏÈÒ‰Â˜ ıÂÒÚËÌ· ‰È· ÙÈ˜ ÔÛfiÙËÙÂ˜  ·¢, ‚¢, Á¢

ÈÛ¯‡Ô˘Ó ÔÈ Û¯¤ÛÂÈ˜  
·¢

ËÌA¢
 = 

‚¢
ËÌB¢

 = 
Á¢

ËÌ°¢
 ,  ·fi ÙËÓ (6.6.5) ÚÔÎ‡ÙÂÈ Ë Û¯¤ÛË

k¢ = ËÌ2A
ËÌ2A¢

 = ËÌ2B
ËÌ2B¢

 = ËÌ2°
ËÌ2°¢

(6.6.6)

Ë ÔÔ›· ‰›ÓÂÈ: k¢2 = 
2Â ËÌ2B ËÌ2°–Â ËÌ4A

2Â ËÌ2B¢ËÌ2°¢–Â ËÌ4A¢
 = 4ËÌ2A ËÌ2BËÌ2°

4ËÌ2A¢ ËÌ2B¢ËÌ2°¢
 = k¢3.
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™˘ÓÂÒ˜  k¢2(k¢–1) = 0,  Î·È  ‰ÈfiÙÈ  k¢π0,  Â›Ó·È  k¢=1  Î·È Ë  (6.2.13)  ‰›ÓÂÈ

ËÌA¢ = ±ËÌA,  ËÌB¢ = ±ËÌB,  ËÌ°¢ = ±ËÌ°.

·˘Ù¤˜ ÛÂ Û˘Ó‰˘·ÛÌfi ÌÂ ÙÈ˜  A+B+° = ,  A¢+B¢+°¢ =   ‰›ÓÔ˘Ó ˆ˜ ‰˘Ó·Ù¤˜ ÂÚÈÙÒÛÂÈ˜ ÙÈ˜:

A¢=A,  B¢=B,  °¢=°  Ô˘ Â›Ó·È Ù·˘ÙÔÏÔÁ›· Î·È ‰ÂÓ ·ÚÔ˘ÛÈ¿˙ÂÈ ÂÓ‰È·Ê¤ÚÔÓ Î·È ÙÈ˜:

A¢=–A,  B¢=–B,  °¢=–°Ø   A¢=–A,  B¢=–B,  °¢=–°Ø   A¢=–A,  B¢=–B,  °¢=–°. (6.6.7)

E¿Ó Â› Ï¤ÔÓ ˘ÔÙÂıÂ› fiÙÈ  k=1. (¢ËÏ·‰‹  ·¢2=·2,  ‚¢2=‚2,   Á¢2=Á2)  ÔÈ (6.6.7) ‰›ÓÔ˘Ó ÙÔÓ ÌÂ-

Ù·Û¯ËÌ·ÙÈÛÌfi ÙÔ˘ Lemoine ÛÙ· A, B  Î·È °  ·ÓÙÈÛÙÔ›¯ˆ˜, ÔfiÙÂ ÈÛ¯‡ÂÈ Ë  d¢2=d¢¢2.  E¿Ó  kπ1  ÔÈ

Ù‡ÔÈ (6.6.5) Î·È ÔÈ (6.6.7) ‰ÂÓ Ê·›ÓÂÙ·È Ó· ·ÓÙÈÛÙÔÈ¯Ô‡Ó ÛÂ ¿ÏÏÔ˘˜ ÂÓ‰È·Ê¤ÚÔÓÙÂ˜ ÌÂÙ·Û¯Ë-
Ì·ÙÈÛÌÔ‡˜.

H γεωµετρικ� σηµασ�α τ
υ µετασ�ηµατισµ
� τ
υ M. Lemoine

H ‚·ÛÈÎ‹ È‰¤· ÛÙËÓ ÔÔ›· ÛÙËÚ›¯ıËÎÂ Ô M. Lemoine Î·È ·fi ÙËÓ ÔÔ›· ÚÔ¤Î˘„Â Ô ÊÂÚÒÓ˘-
ÌÔ˜ ÌÂÙ·Û¯ËÌ·ÙÈÛÌfi˜ ÙÔ˘ ‹Ù·Ó Ë ÂÍ‹˜:

YÔı¤ÙÔ˘ÌÂ fiÙÈ ¤Ó· ÙÚ›ÁˆÓÔ  AB°  ÌÂÙ·‚¿ÏÏÂÙ·È Û˘ÓÂ¯Ò˜ ‰È· ÂÚÈÛÙÚÔÊ‹˜ ÙË˜ ÏÂ˘Ú¿˜  °A
‰ÂÍÈfiÛÙÚÔÊ· ÂÚ› ÙÔ ÛËÌÂ›Ô  °.  £·  ¤¯Ô˘ÌÂ  ÙÚÂÈ˜ ÌÔÚÊ¤˜ ÙË˜ ÂÈÎfiÓ·˜ ÙÔ˘ ÌÂÙ·‚ÏËÙÔ‡ ÙÚÈÁÒÓÔ˘.

Σ�. 127α Σ�. 127� Σ�. 127γ

1Ë TÔ ÛËÌÂ›Ô  A  Â›Ó·È Â¿Óˆ ·fi ÙËÓ  B°  (™¯. 127·) Î·È ı· ·Ú·ÌÂ›ÓÂÈ ÂÎÂ› ¤ˆ˜ fiÙÔ˘ Î·Ù¿
ÙËÓ ÂÚÈÛÙÚÔÊ‹ ÙÔ˘˜ Ë  °A  ÙÂ›ÓÂÈ Ó· Á›ÓÂÈ ·Ú¿ÏÏËÏÔ˜ ÌÂ ÙËÓ  AB,  ‰ËÏ·‰‹ ÙÔ  AÆ°•.

2Ë TÔ ÛËÌÂ›Ô  A∫°•  ‰ËÏ·‰‹ Ë  °A  Á›ÓÂÙ·È ·Ú¿ÏÏËÏÔ˜ ÛÙËÓ  BA  (™¯. 127‚).

3Ë TÔ ÛËÌÂ›Ô  A,  Û˘ÓÂ¯È˙fiÌÂÓË˜ ÙË˜ ÂÚÈÛÙÚÔÊ‹˜ ÙË˜  °A,  Â›Ó·È Î¿Ùˆ ·fi ÙËÓ  B° (™¯. 127 Á).

ŒÛÙˆ ÙÒÚ· Ì›· ÁÂÓÈÎ‹ È‰ÈfiÙËÙ·  J  ÙÔ˘ ÙÚÈÁÒÓÔ˘  AB°  ÙË˜ ÚÒÙË˜ ÌÔÚÊ‹˜. £ÂˆÚÔ‡ÌÂ ÙËÓ
ÌÂÙ·‚ÔÏ‹ Ô˘ ·ÚÔ˘ÛÈ¿˙ÂÈ Ë È‰ÈfiÙËÙ·  J  Î·Ù¿ ÙËÓ Û˘ÓÂ¯‹ ÌÂÙ·‚ÔÏ‹ ÙÔ˘  AB°.  ™ÙËÓ ÚÒÙË ÌÔÚ-
Ê‹ Ë È‰ÈfiÙËÙ·  J  ·Ú·Ì¤ÓÂÈ ·ÌÂÙ¿‚ÏËÙË. ™ÙË ‰Â‡ÙÂÚË ÌÔÚÊ‹ Ë È‰ÈfiÙËÙ·  J  Ú¤ÂÈ Ó· ·ÏÏ¿˙ÂÈ
Î·È Ë ·ÏÏ·Á‹ ÙË˜ Ú¤ÂÈ Ó· ·ÚÔ˘ÛÈ¿˙ÂÈ Ì›· ·ÔÚÈÛÙ›·, ‰ÈfiÙÈ ÛÙËÓ ÌÔÚÊ‹ ·˘Ù‹ ‰ÂÓ ‰˘Ó¿ÌÂı· Ó·
·ÔÊ·ÓıÔ‡ÌÂ ‰È· ÙËÓ ı¤ÛË ÙÔ˘  A  (·Ó ‰ËÏ·‰‹ Â›Ó·È ¿Óˆ ‹ Î¿Ùˆ ÙË˜  B°), ·ÊÔ‡ Î¿ıÂ Â˘ıÂ›·
¤¯ÂÈ ¤Ó· ÌfiÓÔ Â’ ¿ÂÈÚÔ ÛËÌÂ›Ô. T¤ÏÔ˜ ÛÙËÓ ÙÚ›ÙË ÌÔÚÊ‹ Ë È‰ÈfiÙËÙ·  J  Û˘Ó‹ıˆ˜ ÌÂÙ·›ÙÂÈ ÛÂ
Ì›· ¿ÏÏË ÁÂÓÈÎ‹ È‰ÈfiÙËÙ·  J¢  ÙÔ˘ ÙÚÈÁÒÓÔ˘, ‰È·ÊÔÚÂÙÈÎ‹ ·fi ÙËÓ  J.
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¶Ú¿ÁÌ·ÙÈ. T· ÛÙÔÈ¯Â›· ÙÔ˘ ÙÚÈÁÒÓÔ˘  AB°  ·ÏÏ¿˙Ô˘Ó Û˘Ó‹ıˆ˜ fiÙ·Ó ÌÂÙ·‚·›ÓÔ˘ÌÂ ·fi ÙËÓ
ÚÒÙË ÛÙËÓ ÙÚ›ÙË ÌÔÚÊ‹. ¶.¯. O ÂÁÁÂÁÚ·ÌÌ¤ÓÔ˜ Î‡ÎÏÔ˜ (I) Î·È Ô ·ÚÂÁÁÂÁÚ·Ì¤ÓÔ˜  (I·) ÛÙËÓ
ÏÂ˘Ú¿  B°  ‰È· ÙËÓ ÚÒÙË ÌÔÚÊ‹,  ÛÙËÓ ‰Â‡ÙÂÚË ÌÔÚÊ‹ Û˘Á¯¤ÔÓÙ·È Î·È ÛÙËÓ ÙÚ›ÙË ÌÔÚÊ‹ ÂÓ·Ï-
Ï¿ÛÛÔ˘Ó ÚfiÏÔ˘˜. E¿Ó Û˘ÓÂÒ˜ ¤¯Ô˘ÌÂ ¤Ó· ÁÂÓÈÎfi ıÂÒÚËÌ· (È‰ÈfiÙËÙ· J), ÛÙÔ ÔÔ›Ô ·Ó·Ê¤ÚÂÙ·È Ô
ÂÁÁÂÁÚ·ÌÌ¤ÓÂÔ˜ Î‡ÎÏÔ˜ (I), ‰˘Ó¿ÌÂÈ ÙË˜ Û˘ÓÂ¯Â›·˜ Ô˘ ·Ó·Ê¤ÚıËÎÂ, ı· ÚÔÎ‡„ÂÈ ¤Ó· ¿ÏÏÔ ıÂÒ-
ÚËÌ·, ÛÙÔ ÔÔ›Ô ı· ÂÚÈ¤¯ÂÙ·È Ô ·ÚÂÁÁÂÁÚ·ÌÌ¤ÓÔ˜ Î‡ÎÏÔ˜  (I·)  ÛÙËÓ ÏÂ˘Ú¿  B°.  Afi ÙËÓ
ÁÂˆÌÂÙÚÈÎ‹ ·˘Ù‹ ÌÂÏ¤ÙË ÙÔ˘ ı¤Ì·ÙÔ˜ ÚÔÎ‡ÙÂÈ Â‡ÎÔÏ· Ô ÌÂÙ·Û¯ËÌ·ÙÈÛÌfi˜ ÙÔ˘ Lemoine, Ô
ÔÔ›Ô˜, ‰È· ÙÔ˘˜ ·ÓˆÙ¤Úˆ ÏfiÁÔ˘˜, ÙÔÓ ÔÓfiÌ·ÛÂ Û˘ÓÂ¯‹ ÌÂÙ·Û¯ËÌ·ÙÈÛÌfi ÛÙÔ  A (Î·È ·Ó·ÏfiÁˆ˜
ÛÙ·  B  Î·È  °).

6.7. Mετασ�ηµατισµ�ς τ�υ Lemoine

Afi Ù· ÚÔËÁÔ˘Ì¤Óˆ˜ ÂÎÙÂı¤ÓÙ· ÚÔÎ‡ÙÂÈ fiÙÈ:
E¿Ó ÂÊ·ÚÌfiÛÔ˘ÌÂ ÙÔÓ ÌÂÙ·Û¯ËÌ·ÙÈÛÌfi ÙÔ˘ Lemoine, ‹ fiˆ˜ Ï¤ÁÂÙ·È Û˘ÓÂ¯‹˜ ÌÂÙ·Û¯ËÌ·ÙÈ-

ÛÌfi˜ (™.M.), ÛÙÔ  A  ÂÎÙÂÏÒÓÙ·˜ ÙÈ˜ ·ÓÙÈÎ·Ù·ÛÙ¿ÛÂÈ˜ A/–A,  B/–B, °/–°  (Î·È Ô ÔÔ›Ô˜ ¯¿ÚÈÓ
Û˘ÓÙÔÌ›·˜ Û˘Ì‚ÔÏ›˙ÂÙ·È ÌÂ  LA  (·Ó·ÏfiÁˆ˜  LB: A/–A,  B/–B,  °/–°  Î·È  L°: A/–A, B/–B,
°/–°)  ÙfiÙÂ ÚÔÎ‡ÙÔ˘Ó ÔÈ ÂÍ‹˜ ·ÓÙÈÎ·Ù·ÛÙ¿ÛÂÈ˜:

A. Γενικ�

1� ·/·,  ‚/–‚,  Á/–ÁØ   Ù/–(Ù–·),  Ù–·/–Ù,  Ù–‚/Ù–Á,  Ù–Á/Ù–‚Ø   E/–E,  R/–RØ Ú/Ú·,

Ú·/Ú,  Ú‚/–ÚÁ,  ÚÁ/–Ú‚Ø   ‰/–‰·,  ‰·/–‰,  ‰‚/–‰Á,  ‰Á/–‰‚,  a/–a,  b/–b,  c/–c,  d/d·,  d‚/dÁ,…  ̨
˝
¸

  (6.7.1)

T·: a1 = ÂÊ A
2

 / ÂÊ 
 Ë
Ê

 ̄
ˆ– A

2
   = –ÂÊ A

2
 = –a1,     b1 = ÂÊ B

2
 / ÂÊ –B

2
 = ÛÊ B

2
 = 1

b1
 ,     ÂÊ °

2
 / 1

c1

Î·È ÂÔÌ¤Óˆ˜ Ë ÙÚÈ¿‰· (a1, b1, c1)/ 
 Ë
Ê

 ̄
ˆ–a1,   1

b1
 ,   1

c1
   . AÓ·ÏfiÁˆ˜ Ô ™.M. ÂÊ·ÚÌÔÛÌ¤ÓÔ˜ ÛÙÔ B ‰›-

ÓÂÈÙËÓ  (a1, b1, c1)/ 
 Ë
Ê

 ̄
ˆ 

1
a1

, – b1, 1
c

  Î·È  ÛÙÔ  °  ÙËÓ  (a1, b1, c1)/ 
 Ë
Ê

 ̄
ˆ 

1
a1

, –  1
b1

, –c1  .  °ÂÓÈÎÒ˜ ·Ó Ô ™.M.

ÂÊ·ÚÌÔÛıÂ› ÛÙÔ  E ∫ A ‹ B ‹ °  ¤¯Ô˘ÌÂ ÙËÓ ·ÓÙÈÎ·Ù¿ÛÙ·ÛË  (a1, b1, c1)/ (aÂ, bÂ, cÂ)  fiÔ˘ Â=·, ‚, Á.

IÛ¯‡ÂÈ Ë  Â   aÂbÂ =1  (Â ∫ ·, ‚, Á)*  fiÔ˘ Ù·  aÂ, bÂ, cÂ  ‰›‰ÔÓÙ·È ·fi ÙÈ˜ (6.7.2) ÂÎ ÙˆÓ ÔÔ›ˆÓ

ÚÔÎ‡ÙÔ˘Ó ÔÈ (6.7.3).

 ̨Ô
˝
Ô̧

a·=–a1  ,  ba =  1
b1

  ,  c· =  1
c1

a‚ =  1
a1

  ,  b‚ = –b1  ,  c‚ =  1
c1

aÁ =  1
a1

  ,  bÁ =  1
b1

  ,  cÁ = –c1

  (6.7.2)                  

 ̨Ô
˝
Ô̧s· = aa+b·+c·   ÌÂ   Â  a·b· =1

s‚ = a‚+b‚+c‚    ÌÂ   Â  a‚b‚  =1

sÁ = aÁ+bÁ+cÁ    ÌÂ   Â  aÁbÁ =1

  (6.7.3)

2� E¿Ó ÔÈ ‚.Û. ÂÓfi˜ ÛËÌÂ›Ô˘  P  Â›Ó·È  l, m, n  ÙfiÙÂ  ÔÈ ‚.Û. ÙÔ˘ ÌÂÙ·Û¯ËÌ·ÙÈÛÌ¤ÓÔ˘ Û˘Ó·ÊÔ‡˜
P·  Â›Ó·È l·, m·, n·  Ô˘ Â›Ó·È Ù· ÌÂÙ·Û¯ËÌ·ÙÈÛÌ¤Ó· ÙˆÓ  l, m, n  ÌÂ ÙÈ˜ ·ÓÙÈÎ·Ù·ÛÙ¿ÛÂÈ˜  ·/·,
‚/–‚,   Á/–Á,  ‰ËÏ. Â›Ó·È:  P·[l·, m·, n·]. E¿Ó Ù·  l, m, n  ‰ÂÓ Â›Ó·È Û˘Ó·ÚÙ‹ÛÂÈ˜ ÙˆÓ  ·, ‚, Á,  ÙfiÙÂ
l·=l, m·=m, n·=n  Î·È  P·[l, m, n]∫P  .¯. ‰È· ÙÔ  M[1, 1, 1]  Â›Ó·È M·[1,1,1].

* Î·ıÒ˜ Î·È fiÏÂ˜ ÔÈ È‰ÈfiÙËÙÂ˜ ÙˆÓ  a, b, c  ÔÈ ·Ó·ÊÂÚfiÌÂÓÂ˜ ÛÙËÓ ÂÈÛ·ÁˆÁ‹ VII ÛÂÏ 79-112.
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E¿Ó  x, y, z  ÔÈ Î·ıÂÙÈÎ¤˜ Û˘ÓÙÂÙ·ÁÌ¤ÓÂ˜ ÙÔ˘  P,  ÔÈ ‚.Û. ı· Â›Ó·È  ·x,  ‚y,  Áz  Î·È ÔÈ ÌÂÙ·Û¯Ë-
Ì·ÙÈÛÌ¤ÓÂ˜ ÙˆÓ ı· Â›Ó·È  ·x·, –‚y·, –Áz·,  ÔfiÙÂ ÔÈ Î·ıÂÙÈÎ¤˜ Û˘ÓÙÂÙ·ÁÌ¤ÓÂ˜ ÙÔ˘  PÎ,  Û˘Ó·ÊÔ‡˜
ÙÔ˘  P,  ı· Â›Ó·È  PÎ[x·, –y·, –z·] ∫ PÎ[–x·, y·, z·].  E¿Ó Ù·  x, y, z  ‰ÂÓ Â›Ó·È Û˘Ó·ÚÙ‹ÛÂÈ˜ ÙˆÓ  ·,

‚, Á  ÙfiÙÂ Ù·  PÎ[–x, y, z] ∫/ P.

3� E¿Ó  f(l, m, n, k, k¢, k¢¢, …)  Ë ÂÍ›ÛˆÛË ÌÈ·˜ Î·Ì‡ÏË˜  K  ÛÂ  ‚.Û. Ë ÌÂÙ·Û¯ËÌ·ÙÈÛÌ¤ÓË ÙË˜

K·  ÛÙÔ  A  ı· ¤¯ÂÈ ÂÍ›ÛˆÛË  f(l, m, n, k·, k¢·, k¢¢· …).

E¿Ó C: F(x, y, z, k, k¢, k¢¢,…) = 0  Ë ÂÍ›ÛˆÛË ÌÈ·˜ Î·Ì‡ÏË˜ ÛÂ Î·ıÂÙÈÎ¤˜ Û˘ÓÙÂÙ·ÁÌ¤ÓÂ˜, Ë

Û˘Ó·Ê‹˜ ÙË˜  C·  ÛÙÔ  A  ı· ¤¯ÂÈ ÂÍ›ÛˆÛË:  C·: F(–x, y, z, k·, k¢·, k¢¢· …) = 0.

4� EÎ ÙˆÓ  (2.2.2¢) ¤ÂÙ·È fiÙÈ ÔÈ Î·ÚÙÂÛÈ·Ó¤˜ Û˘ÓÙÂÙ·ÁÌ¤ÓÂ˜ (ˆ˜ ÚÔ˜ ÙÔ  A°B) Û¯. 66) ÙÔ˘  P
Â›Ó·È  x, y  ÙfiÙÂ ÙÔ˘  P·  ı· Â›Ó·È

x· = –‚l
l+m+n

 = –x,    y· = ·m
l+m+n

 = y,

‰ËÏ. Â›Ó·È  P·(–x, y).  AÓ Û˘ÓÂÒ˜  u = Ê(x, y, k,  k¢, k¢¢) = 0  Â›Ó·È Ë ÂÍ›ÛˆÛË ÌÈ·˜ Î·Ì‡ÏË˜ ÛÙÔ

Î·ÚÙÂÛÈ·Ófi Û‡ÛÙËÌ·  (°A, °B)  Ë ÂÍ›ÛˆÛË ÙË˜ Û˘Ó·ÊÔ‡˜ ÛÙÔ  A  ı· Â›Ó·È  Ê(–x, y, k·, k¢·, k¢¢·, …)

= 0.

5� IÛ¯‡Ô˘Ó Ù· ·Ó·ÊÂÚfiÌÂÓ· ÛÙËÓ ¨6.6.

6� Συνε�ευγµ
νες τετρ�δες πρ�ς  I[α].

A. σηµε
ων: AÓ  P[l, m, n]  ¤Ó· ÛËÌÂ›Ô, ¤Óı·  l, m, n  ÔÈ ‚.Û., ÂÊ·ÚÌfi˙ÔÓÙ·˜ ÙÔÓ  ™.M ÛÙ·  A,
B, ° ‰È·‰Ô¯ÈÎ¿ ÚÔÎ‡ÙÔ˘Ó Ù· ÛËÌÂ›·  P·[l·, m·, n·],  P‚[l‚, m‚, n‚],  PÁ[lÁ, mÁ, nÁ].  H ÙÂÙÚ¿‰·
P, P·, P‚, PÁ  Ï¤ÁÂÙ·È Û˘ÓÂ˙Â˘ÁÌ¤ÓË ˆ˜ ÚÔ˜ ÙÔ  I[·].  T¤ÙÔÈÂ˜ Â›Ó·È .¯. ÔÈ

I, I·, I‚, IÁ, G, G·, G‚, GÁ, N, N·, N‚, NÁ,   D0[b1+c1] ∫ D0[·(Ù–·)],

D·[b·+c·] ∫ D·[·Ù,  ‚(Ù–Á),  Á(Ù–‚)],  D‚, DÁ Ø  º· 
 Î
È

 ̊
˘– ·

a
, ‚
b
 , Á

c
   ,  º‚, ºÁ  Î.Ï.

B. ευθει%ν: H Â˘ıÂ›·  
�
H∫ S al = 0,  Ô˘ Â›Ó·È Ë ÔÏÈÎ‹ ÙÔ˘  L[·2]  ˆ˜ ÚÔ˜ ÙËÓ ÂÁÁÂÁÚ·ÌÌ¤-

ÓË ÛÙÔ AB°, ¤ÏÏÂ„Ë ÙÔ˘ Steiner  (s0) ∫ S l2–2 S mn = 0  Â›Ó·È Î·È Ô ÔÌÔÏÔÁÈÎfi˜ ¿ÍÔÓ·˜ ÙÔ˘ ÔÚıÈ-

ÎÔ‡ ÙÚÈÁÒÓÔ˘ (ÛÂ‚È·ÓÔ‡  A0B0°0  ÙÔ˘ ÔÚıÔÎ¤ÓÙÚÔ˘ H) Î·È ÙÔ˘ AB°.
T� ABΓ ως πρ�ς τ�  A0B0Γ0,  λ
γεται αντι�ρθικ�.  EÓÒ fiÌˆ˜ ÙÔ  AB° ¤¯ÂÈ  ¤Ó· ÔÚıÈÎfi,

‰ÂÓ ¤¯ÂÈ Î·È 
να αντι�ρθικ�, αλλ� τ
σσερα. E¿Ó ıÂˆÚ‹ÛÔ˘ÌÂ ÙÈ˜ Î¿ıÂÙÂ˜ ·fi Ù·  A, B, °
ÛÙÈ˜ ÂÛˆÙÂÚÈÎ¤˜ ‰È¯ÔÙfiÌÔ˘˜, ·˘Ù¤˜ Ù¤ÌÓÔÓÙ·È ·Ó¿ ‰‡Ô ÂÈ˜ Ù· ÛËÌÂ›·  I·, I‚, IÁ,  ·Ú¿ÎÂÓÙÚ· ÙÔ˘
AB°.  TÔ Î·ı¤Ó· ÙˆÓ ÙÚÈÁÒÓˆÓ:  I·I‚IÁ,  II‚IÁ,  IIÁI·,  II·I‚  ¤¯ÂÈ ÔÚıÈÎfi ÙÔ  AB°  Î·È ¿Ú· Â›Ó·È
·ÓÙÈÔÚıÈÎfi ÙÔ˘ AB°.  O ÔÌÔÏÔÁÈÎfi˜ ¿ÍÔÓ·˜ ÙÔ˘  I·I‚IÁ  ÌÂ ÙÔ  ‚·ÛÈÎfi Ï¤ÁÂÙ·È ·ÓÙÈÔÚıÈÎfi˜ Î·È
¤¯ÂÈ ÂÍ›ÛˆÛË ÙËÓ (6.7.4·).

�
I : l

·
 + m

‚
 + n

Á
 = 0 (·)

�
I · : – l

·
 + m

‚
 + n

Á
 = 0 (‚)

�
I ‚ : l

·
 – m

‚
 + n

Á
 = 0 (Á)

�
I Á : l

·
 + m

‚
 – n

Á
 = 0 (‰)  ̨Ô

Ô
˝
Ô
Ô̧

(6.7.4)
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Σ�. 128

AÓ·ÏfiÁˆ˜ Ù· ÙÚ›ÁˆÓ·  II‚IÁ,  IÁII·,  I‚I·I  Â›Ó·È  ÔÌÔÏÔÁÈÎ¿ ÌÂ ÙÔ  AB° Î·È ¤¯Ô˘Ó ·ÓÙ›ÛÙÔÈ¯Ô˘˜

ÔÌÔÏÔÁÈÎÔ‡˜ ¿ÍÔÓÂ˜ ÙÔ˘˜  
�
I ·,  

�
I ‚,  

�
I Á   ÌÂ ÂÍÈÛÒÛÂÈ˜ ÙÈ˜ ˘fiÏÔÈÂ˜ ÙˆÓ (6.7.4), ÔÈ ÔÔ›Â˜ ˆ˜ ÚÔ˜

ÙÔ I[·], ·ÔÙÂÏÔ‡Ó Û˘ÓÂ˙Â˘ÁÌ¤ÓË ÙÂÙÚ¿‰·.
E›ÛË˜ Û˘ÓÂ˙Â˘ÁÌ¤ÓÂ˜ ÙÂÙÚ¿‰Â˜ ˆ˜ ÚÔ˜  I{·} Â›Ó·È ÔÈ Â˘ıÂ›Â˜:

R, Ra, R‚, RÁ  (1.7.11)Ø   r, r·, r‚, rÁ  (1.7.14)Ø   GN, G·N·, G‚N‚, GÁNÁ  (1.8.3)Ø

G, 
�
G·, 

�
G‚, 

�
GÁ   (5.2.6)Ø   

�
Y, 

�
Y·, 

�
Y‚, 

�
YÁ  (5.2.40) Î.Ï.

Γ. κ�κλων: AÓ Ë ÎˆÓÈÎ‹  f=0  Â›Ó·È Î‡ÎÏÔ˜, ÙfiÙÂ Î·È ÔÈ  f·=0,   f‚=0,  fÁ=0  ·ÚÈÛÙ¿ÓÔ˘Ó Â›-
ÛË˜ Î‡ÎÏÔ˘˜. ¢ÈfiÙÈ ‰È· Ù·  ‰1 = A–2A+Z,  Â1 = °–2E+Z,  ‚1 = A–2B+°  ÈÛ¯‡Ô˘Ó ÔÈ

 ‰1

·2 = Â1

‚2 = ‚1

Á2 .

AÓ  ‰¢1, Â¢1, ‚¢1  Â›Ó·È Ù· ÌÂÙ·Û¯ËÌ·ÙÈÛÌ¤Ó· ÙˆÓ  ‰1, Â1, ‚1  ‰È· ÙÔ˘ ÌÂÙ·Û¯ËÌ·ÙÈÛÌÔ‡ ÙÔ˘

Lemoine ÛÙÔ  A ‹ B ‹ °,  ÂÂÈ‰‹ ‰È· ÙÔÓ ÌÂÙ·Û¯ËÌ·ÙÈÛÌfi ·˘Ùfi ÈÛ¯‡ÂÈ Ë (6.6.5), Ë  
‰¢1
‰1

 = 
Â¢1
Â1

 = 
‚¢1
‚1

Ô‰ËÁÂ› ÛÙËÓ   
‰¢1
·2 = 

Â ¢1
‚2 = 

‚ ¢1
Á2 .  ¢ËÏ. «κατ� τ�ν µετασ�ηµατισµ� τ�υ Lemoine, �ι κ�κλ�ι

µετασ�ηµατ
��νται σε κ�κλ�υς». ø˜ ·Ú¿‰ÂÈÁÌ· ·Ó·Ê¤ÚÔÓÙ·È ÔÈ:  C(
�
G) ∫ (I),  C(

�
G·) ∫ (I·),

C(
�
G‚) ∫ (I‚),  C(

�
GÁ) ∫ (IÁ)  (5.2.5 Î·È 5¢). AÔÙÂÏÔ‡Ó ‰Â ÔÈ  C(GÂ) (Â/0, ·, ‚, Á  Î·È  G0 ∫ G) Û˘ÓÂ-

˙Â˘ÁÌ¤ÓË ÙÂÙÚ¿‰·.

∆. Kωνικ%ν: AÓ·Ê¤ÚÔÓÙ·È ˆ˜ ÔÏÏ·Ïfi ·Ú¿‰ÂÈÁÌ· ÔÈ ÎˆÓÈÎ¤˜  FÂÂ¢  (5.2.45-48). ŒÙÛÈ ÔÈ
F0·, F··,  F‚·,  FÁ·  ·ÔÙÂÏÔ‡Ó Û˘ÓÂ˙Â˘ÁÌ¤ÓË ÙÂÙÚ¿‰· ˆ˜ ÚÔ˜ ÙÔ  I[·].  ¢ÈfiÙÈ ÔÈ ·ÓÙÈÎ·Ù·ÛÙ¿ÛÂÈ˜
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·, ‚/–‚, Á/–Á  Ô˘ ÈÛÔ‰˘Ó·ÌÔ‡Ó ÌÂ ÙÈ˜  ·/–·, ‚/‚, Á/Á  ÎÈ’ ·˘Ù¤˜ ÌÂ ÙËÓ  ·/–·  ÌÂÙ·Û¯ËÌ·Ù›˙Ô˘Ó ÙËÓ
F0·  ÛÙËÓ  F··.  AÓ·ÏfiÁˆ˜ ÔÈ  ‚/–‚  Î·È  Á/–Á  ÌÂÙ·Û¯ËÌ·Ù›˙Ô˘Ó ÙËÓ  F0·  ÛÙÈ˜  F‚·,  FÁ·.  ÕÏÏÂ˜
‰‡Ô Û˘ÓÂ˙Â˘ÁÌ¤ÓÂ˜ ÙÂÙÚ¿‰Â˜ Â›Ó·È ÔÈ  F0‚,  F·‚,  F‚‚,  FÁ‚  Î·È  F0Á,  F·Á,  F‚Á,  FÁÁ.

T¤ÏÔ˜ ˘¿Ú¯Ô˘Ó Û˘ÓÂ˙Â˘ÁÌ¤ÓÂ˜ ÙÂÙÚ¿‰Â˜ ˆ˜ ÚÔ˜  I[·]  Î˘‚ÈÎÒÓ Î·È ¿ÏÏˆÓ Î·Ì‡ÏˆÓ.

6.8. E�αρµ�γ� τ�υ µετασ�ηµατισµ�� τ�υ Lemoine (Σ.M) στ�υς τ�π�υς

¶·ÚÈÛÙ¿ÓÔÓÙ·˜ ÌÂ:  ‰ = 4R+Ú,  ‰· = 4R–Ú·,  ‰‚ = 4R–Ú‚,  ‰Á = 4R–ÚÁ,  ÌÂ ÂÊ·ÚÌÔÁ‹ ÙÔ˘ ™.M
ÛÙÔ  A ¤¯Ô˘ÌÂ Ù· ÂÍ‹˜ ·ÔÙÂÏ¤ÛÌ·Ù·:

1�. EÎ ÙË˜  Ú = E
Ù

 fi Ú· = –E
–(Ù–·)

 fi Ú· = E
Ù–·

  Î.Ï.  ‹  E = ÙÚ = (Ù–·)Ú· = Î.Ï.

2�. Â ·(‚+Á)Û˘ÓA = Ú
R

 [Ù2+(2R+Ú)‰].  O ™.M. ÛÙÔ  A  ‰›ÓÂÈ

–·(‚+Á)Û˘ÓA+‚(·–Á)Û˘ÓB+Á(·–‚)Û˘Ó° = Ú·
R

 [‰·(Ú·–2R)–(Ù–·)2].

3�. Â ·2(‚ÚÁ +ÁÚ‚) = 2E[Ù2+(2R+Ú)‰].  O ™.M. ÛÙÔ  A  ‰›ÓÂÈ ÙËÓ

·2(‚Ú‚ +ÁÚÁ)–‚2(ÁÚ+·Ú‚)–Á2(‚Ú+·ÚÁ) = 2E[‰·(Ú·–2R)–(Ù–·)2].

4�. ‚ÚÁ +ÁÚ‚ = E
2ÚÚ·

  [·(‚+Á)–(‚–Á)2].

O ™.M. ÛÙÔ  A  ‰›ÓÂÈ:  ‚Ú‚ +ÁÚÁ = E
2ÚÚ·

 [·(‚+Á)+(‚–Á)2]

O ™.M  ÛÙÔ  B  ‰›ÓÂÈ:  ‚Ú· +ÁÚ = E
2Ú‚ÚÁ

  [·(‚–Á)+(‚+Á)2] .

5�. Â ·(Ù–·)2 Û˘ÓA = 2E
R

 (2R2–2RÚ–Ú2) .  O ™.M. ÛÙÔ  A  ‰›ÓÂÈ:

·Ù2Û˘ÓA+‚(Ù–Á)2Û˘ÓB+Á(Ù–‚)2Û˘Ó° = 2E
R

  (2R2+2RÚ·–Ú2
·).

6�. ‰ = 
·Ù+Ú2

·
Ú·

 = Ú· + ·
a1

  
 Ë
Ê

 ̄
ˆa1 = ÂÊ A

2
   .  O ™.M. ÛÙÔ  A  ‰›ÓÂÈ:

‰· = ·(Ù–·)–Ú2

Ú
 = –Ú – ·

a·
 = –Ú + ·

a1
 .

7�. Ú·+Ú‚ = ÙÁ
ÚÁ

O ™.M  ÛÙÔ  A  ‰›ÓÂÈ: –Ú+ÚÁ = (Ù–·)Á
Ú‚

O ™.M  ÛÙÔ  B  ‰›ÓÂÈ: ÚÁ–Ú = (Ù–‚)Á
Ú·

O ™.M  ÛÙÔ  °  ‰›ÓÂÈ: Ú·+Ú‚ = (Ù–Á)Á
Ú

 .

8�. Â ·6 = 2(Ù2–Ú‰)3–24Ù2Ú2(Ù2–Ú‰)+48Ù2Ú2R2
 ∫ P.  O ™.M ÛÙÔ  A  ‰›ÓÂÈ:

Â ·6 = [Ù–·)2+Ú·‰·]3–24(Ù–·)2Ú2
·[(Ù–·)2+Ú·‰·]+48(Ù–·)2Ú2

·R2
 ∫ P·.  EÍ ·˘Ù‹˜ ¤ÂÙ·È

P = P· = P‚ = PÁ
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9�. Â ‚ÁÚ2
· = Ú[‰3–Ù2(8R–Ú)].  O  ™.M  ÛÙÔ  A  ‰›ÓÂÈ:

–‚ÁÚ2+Á·Ú2
Á+·‚Ú2

‚ = Ú·[(Ù–·)2(8R+Ú·)–‰3
·].

10�. Â ‚2Á2Ú· = Ú[Ù4–2Ù2Ú(2R–Ú)+Ú‰3].  O ™.M. ÛÙÔ  A  ‰›ÓÂÈ:

‚2Á2Ú–Á2·2Ú·–·2‚2Ú‚ = Ú·[(Ù–·)4–2(Ù–·)2Ú·(2R+Ú·)–Ú·‰3
·].

11�. Â Ú2
·  

Û˘ÓA
·

 = 1
4ÙR

 [Ù2(16R+Ú)–‰3].  O ™.M. ÛÙÔ  A  ‰›ÓÂÈ:

Ú2 Û˘ÓA
·

 + Ú2
Á Û˘ÓB

‚
 +Ú2

‚ Û˘Ó°
Á

 = 1
4(Ù–·)R

 [‰Ú3
·–(Ù–·)2(16R–Ú·)].

12�. Â 
·(Ú2+Ú2

·)
Ú·–Ú

 = 2Ù(2R+Ú).  O ™.M.  ÛÙÔ  A  ‰›ÓÂÈ:

– 
·(Ú2

·+Ú2)
Ú·–Ú

 + 
‚(Ú2

·+Ú2
Á)

Ú·+ÚÁ
 + 

Á(Ú2
·+Ú2

‚)
Ú·+Ú‚

 = 2(Ù–·)(2R–Ú·).

13�. Â ·Ú2
‚ Ú2

ÁÛ˘ÓA = 2Ù3Ú
R

 [2R2–2RÚ–Ú2]. O  ™.M ÛÙÔ  A  ‰›ÓÂÈ:

·Ú2
 ‚ Ú2

 Á Û˘ÓA+‚Ú2Ú2
 ‚ Û˘ÓB+ÁÚ2Ú2

 Á Û˘ÓA = 2(Ù–·)3Ú
R

 [2R2+2RÚ·–Ú2
·].

14�. Â ‚ÁÛ˘Ó2A = 1
R

 [Ù2(R–2Ú)+RÚ‰].  O™.M ÛÙÔ  A  ‰›ÓÂÈ:

–‚Á Û˘Ó2A+Á· Û˘Ó2B + ·‚ Û˘Ó2° = 1
R

 [RÚ·‰·–(Ù–·)2(R+2Ú·)].

15�. Â ·Û˘Ó2A = Ù
2R2  [2(2R+Ú)(R+Ú)+Ú2–Ù2].  O ™.M.  ÛÙÔ  A  ‰›ÓÂÈ:

–·Û˘Ó2A+‚Û˘Ó2B+ÁÛ˘Ó2° = Ù–·
2R2 [2(2R–Ú·)(R–Ú·)+Ú2

·–(Ù–·)2] .

16�. Â ·4Û˘ÓA = Ú
R

 [5Ù4–2Ù2(8R2+15RÚ+5Ú2)+Ú‰2(2R+Ú)]. O  ™.M. ÛÙÔ  A  ‰›ÓÂÈ:

–·4
 Û˘ÓA+‚4

 Û˘ÓB+Á4
 Û˘Ó° = Ú·

R
 [5(Ù–·)4–2(Ù–·)2(8R2–15RÚ·+5Ú2

·)–Ú·‰2
· (2R–Ú·)]

17�. Â Ú·Û˘ÓA = 1
R

 (Ù2–R‰) . O ™.M ÛÙÔ  A  ‰›ÓÂÈ:

–ÚÛ˘ÓA+Ú·Û˘ÓB+Ú‚Û˘Ó° = 1
R

 [(Ù–·)2–R‰·].

18�.  Â (‚–Á)(3·–2Ù)Û˘ÓA = Ù
2RÚ

 (‚–Á)(Á–·)(·–‚).  O ™.M ÛÙÔ  A  ‰›ÓÂÈ:

–(‚–Á)(2·+‚+Á)Û˘ÓA+(Á+·)(–·–2‚+Á)Û˘ÓB–(·+‚)(–·+‚–2Á)Û˘Ó° = Ù–·
2RÚ·

 (‚–Á)(Á+·)(·+‚)

19�. Â (‚
2–Á2)2

·
 = 2Ù(R–2Ú)

R
 [Ù2+Ú(2R+Ú)].  O ™.M  ÛÙÔ  A  ‰›ÓÂÈ

– (‚
2–Á2)2

·
 + (Á

2–·2)
‚

 + (·
2–‚2)2

Á
 = 2(Ù–·)(R+2Ú·)

R
 [(Ù–·)2–Ú·(2R–Ú·)].

20�. Â ‚Á = Ù2+Ú‰.  O ™.M  ÛÙÔ  A  ‰›ÓÂÈ

–‚Á+Á·+·‚ = –(Ù–·)2+Ú·‰·.
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21�. ·2+‚2Û˘Ó°+Á2Û˘ÓB = 2·Ù–‚Á(Û˘ÓB+Û˘Ó°).

O ™.M. ÛÙÔ  A  ‰›ÓÂÈ:  ·2–‚2Û˘Ó°–Á2Û˘ÓB = ‚Á(Û˘ÓB+Û˘Ó°)–2·(Ù–·).

O ™.M. ÛÙÔ  B  ‰›ÓÂÈ:   ·2–‚2Û˘Ó°+Á2Û˘ÓB = 2·(Ù–‚)+‚Á(Û˘ÓB–Û˘Ó°).

22�. ·(‚+Á) = (Ú+Ú·)(Ú‚+ÚÁ). O ™.M. ÛÙÔ  A  ‰›ÓÂÈ ÙÔ ›‰ÈÔ. ™ÙÔ  B  ‰›ÓÂÈ:

·(‚–Á) = (Ú·–Ú)(Ú‚–ÚÁ).

23�. Ú4
·+Ú4

‚+Ú4
Á = (‰2–2Ù2)

2
.  O ™.M.  ÛÙÔ  A  ‰›ÓÂÈ:

Ú4+Ú4
‚+Ú4

Á = [‰2
·–2(Ù–·)2]

2
.

24�. Â Ú·Û˘Ó2A = ‰ – Ù
2(R–Ú)

R2  . O ™.M.  ÛÙÔ  A  ‰›ÓÂÈ:

–ÚÛ˘Ó2A+ÚÁÛ˘Ó2B+Ú‚Û˘Ó2°  = (Ù–·)2(R+Ú·)
R2  .

25�. Â ·(Ú‚+ÚÁ–Ú) = Â ·(4R–ÚÁ) = 2Ù(2R+Ú)  (‰ÈfiÙÈ Ú·+Ú‚+ÚÁ = ‰ = 4R+Ú). O  ™.M. ÛÙÔ A ‰›ÓÂÈ:

·(Ú·+Ú‚+ÚÁ)+‚(Ú·+Ú‚–Ú)+Á(Ú·+ÚÁ–Ú) = 2(Ù–·) (2R–Ú·).

26�. Â ·(Ú·–Ú)(Ú‚+ÚÁ–2Ú) = 2Ù(Ù2+Ú2–10RÚ).  O ™.M. ÛÙÔ  A  ‰›ÓÂÈ:

–·(Ú·–Ú)(Ú‚+ÚÁ–2Ú·) +‚(ÚÁ+Ú·)(2Ú·+Ú‚–Ú)+Á(Ú·+Ú‚)(2Ú·+ÚÁ–Ú) = 2(Ù–·)[(Ù–·)2+Ú2
·+10RÚ·].

27�.  Â ·(Ú·–Ú)[(Ú‚–ÚÁ)
2+(ÚÁ–Ú)2] = 4RÙ(Ù2+Ú2–12RÚ). O ™.M. ÛÙÔ  A  ‰›ÓÂÈ:

–·(Ú·–Ú)[(Ú·+Ú‚)
2+(Ú·+ÚÁ)

2]+‚(Ú·+ÚÁ)[(Ú·+Ú‚)
2+(Ú·–Ú)2]+Á(Ú·+Ú‚)[(Ú·+ÚÁ)

2+(Ú·–Ú)2] =

= 4R(Ù–·)[(Ù–·)2+Ú2
·+12RÚ·]

28�. Â ·2Ú‚ÚÁ = 4ÙE(R+Ú).  O  ™.M.  ÛÙÔ  A  ‰›ÓÂÈ:

–·2Ú‚ÚÁ +‚2ÚÚ‚+Á2ÚÚÁ = 4(Ù–·)E(R–Ú·).

29�. Â Ú· Û˘Ó2A = ‰ – Ù
2(R–Ú)

R2  .  O ™.M. ÛÙÔ  A  ‰›ÓÂÈ:

–Ú Û˘Ó2A+ÚÁ Û˘Ó2B+Ú‚ Û˘Ó2° = ‰· – (Ù–·)2(R+Ú·)
R2  .

30�. Â ‚ÁÚ· Û˘ÓA = Ú(5Ù2–‰2). O ™.M. ÛÙÔ  A  ‰›ÓÂÈ:

‚ÁÚ Û˘ÓA–Á·ÚÁ Û˘ÓB–·‚Ú‚ Û˘Ó° = Ú· [5(Ù–·)2–‰2
·].

31�. Â ·Ú‚ÚÁ = 2E‰.  O ™.M. ÛÙ· A, B, °  ‰›ÓÂÈ:

·Ú‚ÚÁ+‚ÚÚ‚+ÁÚÚÁ = 2E‰·,  ·ÚÚ·+‚ÚÁÚ·+ÁÚÚÁ = 2E‰‚,   ·ÚÚ·+‚ÚÚ‚+ÁÚ·Ú‚ = 2E‰·.

32�. Â · Û˘Ó2A = Ù
2R2 [3(R+Ú)2+R2–Ù2].  O ™.M. ÛÙÔ  A   ‰›ÓÂÈ:

–·Û˘Ó2A+‚Û˘Ó2B+ÁÛ˘Ó2° = Ù–·
2R2 [3(R–Ú·)2+R2–(Ù–·)2].

33�. Â ·‰· = 2Ù(2R+Ú).  O  ™.M.  ÛÙÔ  A  ‰›ÓÂÈ:

–·‰·+‚‰Á+Á‰‚ = 2(Ù–·)(2R–Ú·)
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34�. Â ·(Ú·–Ú)(‰·–Ú) = 2Ù(Ù2+Ú2–10RÚ). O ™.M.  ÛÙÔ  A  ‰›ÓÂÈ:

–·(Ú·–Ú)(‰+Ú·)+‚(ÚÁ+Ú·)(‰Á +Ú·)+Á(Ú·+Ú‚)(‰‚+Ú·) = 2(Ù–·)[(Ù–·)2+Ú2
·+10RÚ·].

35�. Â ·(Ú·–Ú)[(Ú‚–Ú)2+(ÚÁ–Ú)2] = 4RÙ(Ù2+Ú2–12RÚ).  O ™.M. ÛÙÔ  A  ‰›ÓÂÈ:

–·(Ú·–Ú)[(ÚÁ+Ú·)2+(Ú‚+Ú·)2]+‚(ÚÁ+Ú·)[Ú‚+Ú·)2+(Ú·–Ú)2]+Á(Ú‚+Ú·)[(ÚÁ+Ú·)2+(Ú·–Ú)2] =

= 4R(Ù–·)[(Ù–·)2+Ú2
·+12RÚ·]

36�. Â Ú·Û˘Ó2A = ‰ – Ù
2(R–Ú)

R2  .  O ™.M. ÛÙÔ  A  ‰›ÓÂÈ:

–Ú Û˘Ó2A+ÚÁ Û˘Ó2B+Ú‚ Û˘Ó2° = ‰· + (Ù–·)2(R+Ú·)
R2  .

37�. Â ‚ÁÚ· Û˘ÓA = Ú(5Ù2–‰2). O ™.M. ÛÙÔ  A  ‰›ÓÂÈ:

‚ÁÚ Û˘ÓA–Á·Ú· Û˘ÓB–·‚Ú‚ Û˘Ó° = Ú·[5(Ù–·)2–‰2
·].

38�. Û˘ÓB+Û˘Ó° = Ú+Ú·
2R

 . O ™.M. ÛÙÔ  B  ‹  °  ‰›ÓÂÈ:

Û˘ÓB–Û˘Ó° = ÚÁ–Ú‚
2R

 .

39�. ÁÚ‚–‚ÚÁ = (‚–Á)(Ù–·)2

Ú
 = (‚–Á)Ú‚ÚÁ

Ú·
 .  O ™.M. ÛÙÔ  A  ‰›ÓÂÈ:

ÁÚÁ–‚Ú‚ = (‚–Á)Ù2

Ú·
 = (‚–Á)Ú‚ÚÁ

Ú
 .

40�. ÁÚ‚+‚ÚÁ = ÙÚ
Ú·

 (‰+Ú·) = (Ù–·)(‰+Ú·).  O ™.M. ÛÙÔ  A  ‰›ÓÂÈ:

‚Ú‚+ÁÚÁ = (Ù–·)Ú·
Ú

 (Ú–‰·) = Ù(Ú–‰·).

41�. ‚Á+2Ù· = (Á+·)(·+‚). O ™.M. ÛÙÔ  A  ‰›ÓÂÈ:

‚Á–2(Ù–·)· = (Á–‚)(·–‚).  EÓÒ Ô ™.M ÛÙÔ  B  ‹ ÛÙÔ  °  ‰›ÓÂÈ:

‚Á–2(Ù–Á)· = (Á–·)(·+‚).

42�. Ù(2·–Ù) = Ú·Ú‚–Ú‚ÚÁ +ÚÁÚ·.

O ™.M  ÛÙÔ A  ‰›ÓÂÈ:  Ù2–·2 = ÚÚ‚+ÚÚÁ+Ú‚ÚÁ

O ™.M  ÛÙÔ B  ‰›ÓÂÈ:  (Ù–‚)(Ù+·–Á) = ÚÁÚ·+ÚÚ·–ÚÚÁ

O ™.M  ÛÙÔ °  ‰›ÓÂÈ:  (Ù–Á)(Ù+·–‚) = Ú·Ú‚+ÚÚ·–ÚÚ‚.

43�. ·2Ú·+‚2Ú‚–Á2ÚÁ = 4RÙ[(Ù–Á)–ÁÛ˘ÓA  Û˘ÓB].  O ™.M. ÛÙ  A  ‰›ÓÂÈ:

·2Ú–‚2ÚÁ+Á2Ú‚ = 4R(Ù–·)[Ù–‚)–ÁÛ˘ÓA Û˘ÓB].

™Ù· ·Ú·‰Â›ÁÌ·Ù· Ô˘ ·ÎÔÏÔ˘ıÔ‡Ó Ô ™.M. ÂÊ·ÚÌÔ˙fiÌÂÓÔ˜ ÛÙ·  A, B, °  ‰ÂÓ ‰›ÓÂÈ Ó¤Ô˘˜ Ù‡-
Ô˘˜, ·ÏÏ¿ ÙÔ ·ÔÙ¤ÏÂÛÌ· Ì¤ÓÂÈ ÙÔ ›‰ÈÔ. ™˘Ó¤ÂÈ· ·˘ÙÔ‡ Â›Ó·È, ·ÚÎÂÙ¤˜ ÊÔÚ¤˜ Ó· ÚÔÎ‡ÙÔ˘Ó
‰È¿ÊÔÚÂ˜ Ù·˘ÙfiÙËÙÂ˜ ÌÂÙ·Í‡ ÙˆÓ ÛÙÔÈ¯Â›ˆÓ ÙÔ˘ ÙÚÈÁÒÓÔ˘.

44�. Â ·2 = 2(Ù2–Ú‰). O ™.M. ÛÙ·  A, B, °  ‰›ÓÂÈ:

Â ·2 = 2(Ù2–Ú‰)  = 2(Ù–·)2+Ú·‰·] = 2[(Ù–‚)2+Ú‚‰‚] = 2[(Ù–Á)2+ÚÁ‰Á]
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45�. Â ·3Û˘ÓA = 4ÙÚ
R

 (Ù2–Ú‰–3R2).  O ™.M. ÛÙ·  A, B, °  ‰›ÓÂÈ:

Â ·3Û˘ÓA = 4ÙÚ
R

 (Ù2–Ú‰–3R2) = 4(Ù–·)Ú·
R

 [(Ù–·)2+Ú·‰·–3R2] =

= 4(Ù–‚)Ú‚
R

 [(Ù–‚)2+Ú‚‰‚–3R2] = 4(Ù–Á)ÚÁ
R

 [(Ù–Á)2+ÚÁ‰Á–3R2]

46�. ‚Á = ÚÚ·+Ú‚ÚÁ .  O ™.M. ÛÙ·  A, B, °  ‰›ÓÂÈ ÙÔÓ ›‰ÈÔ Ù‡Ô.

47�. ·2 = (Ú·–Ú)(Ú‚+ÚÁ).  O ™.M. ÛÙ·  A, B, °  ‰›ÓÂÈ ÙÔÓ ›‰ÈÔ Ù‡Ô.

48�. Ú‚ÚÁ–ÚÚ· = ‚Á Û˘ÓA.  O ™.M. ÛÙ·  A, B, °  ‰›ÓÂÈ ÙÔÓ ›‰ÈÔ Ù‡Ô.

49�. ·2–4‚Á Û˘ÓB Û˘Ó° = 
 Ë
Ê

 ̄
ˆ 

‚2–Á2

·
 

2
.  O ™.M. ÛÙ·  A, B, °  ‰›ÓÂÈ ÙÔÓ ›‰ÈÔ Ù‡Ô.

50�. Â 
‚2+Á2

‚Á
 Û˘ÓA = 3.

51�. ‚3Û˘Ó°+Á3Û˘ÓB–·3 = 4ER(Û˘ÓA–2Û˘ÓB Û˘Ó°).  O ™.M. ÛÙ·  A, B, °  ‰›ÓÂÈ ÙÔÓ ›‰ÈÔ Ù‡Ô.

52�. Â ·(Ú‚–Ú)(ÚÁ–Ú) = 4ER.  O ™.M. ÛÙ·  A, B, °  ‰›ÓÂÈ:

·(Ú–Ú‚)(Ú–ÚÁ)+‚(Ú–ÚÁ)(Ú–Ú·)+Á(Ú–Ú·)(Ú–Ú‚) =

= ·(ÚÁ+Ú·)(Ú·+Ú‚)+‚(Ú·+Ú‚)(Ú–Ú·)+Á(Ú–Ú·)(ÚÁ+Ú·) =

= ·(Ú–Ú‚)(Ú·+Ú‚)+‚(Ú·+Ú‚)(Ú‚+ÚÁ)+Á(Ú‚+ÚÁ)(Ú–Ú‚) =

= ·(ÚÁ+Ú·)(Ú–ÚÁ)+‚(Ú–ÚÁ)(Ú‚+ÚÁ)+Á(Ú‚ +ÚÁ)(ÚÁ+Ú·) = 4ER

53�. Â ·Û˘Ó3A = E
R3 [(2R+Ú)2+R2–Ù2]. O ™.T. ÛÙ· A, B, °  ‰›ÓÂÈ fiÙÈ Ë ·Ú¿ÛÙ·ÛË Â›Ó·È ›ÛË ÌÂ

E
R3 [(2R–Ú·)2+R2–(Ù–·)2] = E

R3 [2R–Ú‚)
2+R2–(Ù–‚)2] = E

R3 [(2R–ÚÁ)
2+R2–(Ù–Á)2].

54�. Â ·6 = 2(Ù2–Ú‰)3+24E2[2R2–(Ù2–Ú‰)] = m6–3m2n4+3·2‚2Á2

fiÔ˘  m2 = ·2+‚2+Á2,  n4 = ‚2Á2+Á2·2+·2‚2.  O ™.M. ÛÙ·  A, B, °  ‰›ÓÂÈ fiÙÈ Ë ·Ú¿ÛÙ·ÛË
Â›Ó·È ›ÛË ÌÂ:

2[(Ù–·)2+Ú·‰·]3+24E2{2R2–[(Ù–·)2+Ú·‰·]} = 2[(Ù–‚)2+Ú‚‰‚]
3+24E2{2R2–[(Ù–‚)2+Ú‚‰‚]}=

= 2[(Ù–Á)2+ÚÁ‰Á)]
3+24E2{2R2– [(Ù–Á)2+ÚÁ‰Á]}.

55�. ‚2Á2 = (ÚÁ+Ú·)(Ú·+Ú‚)(Ú–Ú‚)(Ú–ÚÁ).  O ™.M. ÛÙ·  A, B, ° ‰›ÓÂÈ:

‚2Á2 = (ÚÁ+Ú·)(Ú·+Ú‚)(Ú–Ú‚)(Ú–ÚÁ) = (Ú·+Ú‚)(Ú‚+ÚÁ)(Ú–ÚÁ)(Ú–Ú·) = (Ú‚+ÚÁ)(ÚÁ+Ú·)(Ú–Ú·)(Ú–Ú‚)

56�. Â ·2Û˘Ó2A = m2– m
4–2n4

4R2  = 8R2Ø 1–s
(s–)2  = 1

2R2 [Ù2Ú2+4R4–(Ù2–Ú‰–2R2)
2
] =

= 1
2R2 {(Ù–·)2Ú2

· +4R4–[(Ù–·)2+Ú·‰·–2R2]
2
} = …

57�. ‚3Û˘ÓB–Á3Û˘Ó° = Á
2–‚2

2·‚Á
 [‚4+Á4–·2(‚2+Á2)] = Á

2–‚2

·
 n2Û˘Ó(A+ˆ)  fiÔ˘  ˆ  Ë ÁˆÓ›· ÙÔ˘




